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Notazione
Nel corso di questo articolo utilizzeremo le seguenti notazioni:

e Consideriamo 0 € R¥;
e Avendo gia definito k, quando denotiamo le soluzioni di un’equazione con
w=kq, q€Z

questo sta a significare:

Yq € Z, kq risolve l'equazione
V' soluzione dell’equazione 3¢ € Z t.c. w' = kq'

1 Studio dell’equazione diofantea ax + by 4+ cz = d

Risolubilita dell’equazione

In questo paragrafo studieremo ’esistenza di soluzioni intere di equazioni della forma ax + by + cz = d
con a,b,c,d € Z

Proposition 1.
Ja,y,2€Z |ax+by+cz=d < (a,b,c)|d

Proof. —
ar+by+cz=d < (a,b,c)< a x+ b Y+ ¢ z>d
(a,b,c) (a,b,c) (a,b,c)
Ma
a b c a b c
(a,b,¢)’ (a,b,c)’ (a,b,c) €L = (a,b,c)Jr (a,b,c)jL (a,b,c) €L (a,b,c) €Z (a,bc)ld

<= (Metodo costruttivo, impiegabile per trovare x,y, z soluzioni particolari)

Per il teorema di Bézout V a,b,a € Z 3 2,y € Z | ax + by = (a,b)a dunque sostituisco e ottengo
(a,b)a + cz = d che, ancora per il teorema di Bézout, ha soluzione se e solo se ((a,b), c¢)|d < (a,b, c)|d.

Esplicitazione delle soluzioni intere

Proposition 2. Tutte e sole le soluzioni intere dell’equazione ax + by + cz = d possono essere trovate
sommando ad una terna di soluzioni particolari (xo, Yo, 20) le soluzioni intere dell’equazione omogenea
associata ax + by + cz = 0:

Proof. =

Y 0,0, 20, %1,Y1,21 € Z | axg+byo +czo =dNaxy + by +czy =d =



Sottraendo membro a membro
0=a(xo—x1)+blyo —y1) + c(z0 — 21)

E dunque la terna ((zg — x1), (yo — y1), (20 — 21)) & soluzione dell’equazione omogenea associata. Allora
due qualsasi soluzioni dell’equazione differiscono per una soluzione dell’equazione omogenea associata.

P—

Y 0, Y05 20, Xas Ya, 2a € Z | axo+byo+czo=d N atq+ by, +czo =0 =

Sommando membro a membro
d=a(xo+ xq)+ (Yo + ya) + c(20 + 2a)

E dunque la terna ((zo + xa), (Yo + Ya), (20 + 24)) € ancora soluzione dell’equazione.

Trovare una soluzione particolare

Per trovare una soluzione particolare possiamo procedere in questo modo:
per il teorema di Bézout V a,b,a € Z 3 x,y € Z | ax + by = a(a,b) dunque posso considerare i primi
due addendi come un unico termine, e sostituendo ottengo «(a,b) + cz = d.
A questo punto posso applicare ’algoritmo di Euclide per ottenere

(v, 20) t.c. agla,b) + czo = d.
Posso adesso sostiturire il valore di « trovato nell’equazione ax + by = ag(a,b) e, applicando nuovamente

I’algoritmo di Euclide, trovo
(0,y0) t.c. axg + byo = ap(a,b).

La terna di valori (xo, Yo, 20) soddisfa dunque I'equazione.

Trovare le soluzioni dell’equazione omogenea associata

Definiamo
Zo(a,b,c)={z€Zt.c. Ix,y € Z t.c.ax+by+ cz=0}

Proposition 3.
(a,b)
(a,b,¢)

Zo(a,b,c) = {zeZt.c.z: a,an}.

Proof.
Possiamo sostituire, grazie al teorema di Bézout, ax + by con (a,b)k, k € Z. Otteniamo cosi:
cz+ (a,b)k = 0.
Ma
(a,b)
JdkeZtc cz+ (a,b)k=0& 2= a, a € Z.
(a,b,¢)
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A questo punto troviamo x e y in funzione di z € Zy(a, b, ¢):

(a,b)
a,b,c)

ax+by=—cz & ar+by=—c Q.

—

Date z. e y. soluzioni dell’equazione

axr +by=—c
a

allora ax. e ay. sono soluzioni di

(a,b)
by = —
axr + by c(a,b,c)a’
infatti .
az.a + byea = alazxe + by.) = c(c(j;)’ )C)a
Allora trovo, attraverso I’algoritmo di FEuclide, z. e y. che risolvono ax + by = —c(flaébi), dal momento
che (a,b) |c(l(1a—bb2) Ve e Z.

Dunque posso sommare alla soluzione particolare cosi ottenuta le soluzioni dell’equazione omogenea
associata ax + by = 0, ottenendo

b
T =ax.+ —=t
e ah ey
y_ayc_(%b)t

Dunque le soluzioni dell’equazione omogenea ax + by + cz = 0 sono tutte e sole quelle della forma

x:xcaJr(a%b’b)t

Y=y — Gt atel
(a,)

Nota: x. e y. dipendono soltanto dai valori di a, b, c e sono costanti.

Dunque, data comunque un’equazione della forma ax + by + ¢z = d con a, b, ¢,d € Z t.c. (a,b, c)|d, tutte
e sole le soluzioni x,y, z € Z sono quelle della forma

z:z0+zca+ﬁt

Yy=vot+yea—opt atel

2=+ o

2 Studio del min(x + y + z) soluzioni naturali dell’equazione

In questa sezione tratteremo il caso con a,b,c,d € Ne x,y,z € NU{0}.

Studio preliminare del caso con 2 incognite

Se ci troviamo nel caso di un’equazione della forma ax + by =d; a,b,d € N; z,y € NU{0}

e siamo interessati tovare il minimo di (z + y) con z,y soluzioni naturali dell’equazione, possiamo pro-
cedere in questo modo:

Possiamo supporre senza perdita di generalita b > a

Se consideriamo ’'insieme
Y(a,b,d) ={y e NU{0} t.c. 32 € NU{0} t.c.ax+by=d}.
A questo punto:



e Se Y(a,b,d) =0 = Fz,y c NU{0} t.c.ax+by=4d
e Se Y(a,b,d) # 0 allora:
Lemma 2.1. Y(a,b,d) é limitato superiormente.

Proof.
Dimostriamo che |4 & maggiorante dell'insieme Y(a, b, d).
Se per assurdo esistesse

d
Ye € Y(a,b,d) t.c. yo > A Jz. e NU{0} t.c. aze +by. =d =

aze:dfbye<d7b%l:0 = ax. < 0.

Maa € NAz, € NU{0}, dunque questo & assurdo.
Allora

Vy € Y(a,b,d), y <

dal momento che y € NU {0},

Posso percio considerare mazY(a, b, d). Per ipotesi 3z € NU {0} t.c. axg + bmaxY(a,b,d) =d
Theorem 1. min{zx +y t.c. z,y € NU{0} A ax + by = d} = maxY(a,b,d) + zo
Proof.

Vy' € Y(a,b,d) t.c. y #maxY(a,b,d) Iz’ = 2'(y') e NU{0} t.c. ax’ +by' =d
Definisco maxzY(a,b,d) —y' = k; k > 0 per la massimalita’ di max¥(a, b, d).

= axg + bmaz¥(a,b,d) =d =azx’ + by’ = axo— ax’ = by’ — maz¥Y(a,b,d))

b
= arg —ar’ = —bk = 29— = —=k.
a

Dunque
! / ! / b b
' +y > x9+maxY(a,b,d) <2’ —x9>maxY(a,bd)—y & -k>k & —>1
a a

che & vero per ipotesi.

Dunque e’ ben definita la funzione p : N3 — NU {—1} come segue:

(a,b, d) = -1 se Y(a,b,d) =0
PLG: D, 0) = maxY(a,b,d) +zo se Y(a,b,d) # 0
Calcolare esplicitamente p(a, b, d)

Sappiamo che le soluzioni dell’equazione ax + by = d :
e Non esistono se (a,b) fd e dunque Y(a,b,d) =0

e Se (a,b)|d sono tutte e sole quelle della forma

_ b
SCNTY
Y=Y — @t

Con xq, yo coefficienti ricavati grazie all’algoritmo di Euclide.



Lemma 1. Sia Yz(a,b,d) ={y € Z t.c. Ix € Z t.c. ax +by =d}.

Allora a
Vh € Z Iy, € Yz(a,b,d) t.c. yp € [h — @D +1,h]
a,
Proof.
Abbiamo dimostrato che
Jyo € Z t.c. Yyz(a,b,d) = {y €l tc y=1yo— (;tb)t, te Z}.
a,

Per il Teorema di divisione euclidea:

a a
Ntg,k€Ztec h—y=——tog+k, 0<k<———;
0,k € c Yo (a,b)0+’ < (@.b)
a
h—k= —to;
y0+(a,b) 05
Allora “
h—( b)—f—lgh—kgh/\h—kzeYZ(a,b,d).
a7

Abbiamo dimostrato che 'intervallo contiene almeno un elemento di Yz(a,b,d), dimostriamo che non
puod contenerne altri. Infatti

Vyw € Yz(a,b,d) t.c. yo £ h — k, I0Z tc. w # 0 A yw—(h—k):w(ab).
a7
e Sew>0 a
w>"h—k+ ——
o 2 BTG
Datochek<(a%’b) .
o> h=yed[h— —— +1,h
= o > 0 I L
e Sew<0 a
w<h—k— 2L
Yo = )
Dato che k > 0 u a
e <he L 1o yudh— 2 +1,h
po<h oy T et oy LA
Quindi
Yyw € Yz(a,b,d) t.c. yo # h — k;
a
w h——+1,h
o ¢ [ 75 + LA

Dunque Vh € Z, Uintervallo [h — (aLb) + 1, h] contiene uno e un sono elemento di Yz(a, b, d).
Abbiamo dimostrato che Vy € Y(a,b,d), y < &L < 4 41.

Consideriamo percio’ ys € Z t.c. L%J — ﬁ +1 <y, < L%J A3dzs € Z t.c. axs + by, = d.

Lemma 2.2.

e Seys <0, allora Y(a,b,d) =0 e quindi p(a,b,d) = —1

e Seys >0, allora ys = maxY(a,b,d) e 3z, e NU{0}t.c. axs +bys =d; x5 = %.
In questo caso p(a,b,d) = x5 + maxY(a,b,d).



Proof.
Yy €EZ t.c. yy Fys N Jxg €EZ tc. axy +byr =d; ye > ys Y yr < Ys

e Se y; < 0 allora:
— Yy t.c. yr > ys allora, per costruzione delle soluzioni, y; > ys + (a%‘b) > L%J +1;
dunque y; ¢ Y(a, b, d);
= Yy te yp <ys, ¢ <0, =y ¢ Y(a,b,d) ;
Dunque se ys < 0 = Y(a,b,d) =0 e p(a,b,d) = —1.

e Se y; > 0 dimostriamo che y, € Y(a, b, d).

ys € soluzione, dunque
d— bys
drs € Z t.c. axs +bys = d; x5 = .
a

Per costruzione ys < %, dunque

ossia x5 € NU{0}. Allora ys € Y(a,b,d).

Quindi:
— Yy > ys, per costruzione delle soluzioni, y; > ys + (a;‘b) > L%J + 1; dunque y; ¢ Y(a,b,d);
= Yy <ys, g # max¥(a,b,d);

Dunque ys = maxz¥Y(a,b,d) A p(a,b,d) = x5 + ys.

Algoritmo per il caso con 3 incognite
Data (I) ax + by + cz = d equazione con a, b, c,d € N di cui cerchiamo soluzioni naturali, definiamo

Zz(a,b,c,d)={z€Zt.c. Jx,y € Zt.c.ax+by+cz=d}

Lemma 2. Dato zy soluzione particolare dell’equazione (I),

b
Zz(a,b,c,d) = {zEZt.c.zzoJr (a,0) Q, aEZ}.

(a,b,c)

Proof.

Possiamo sostituire, grazie al teorema di Bézout, ax+by con (a,b)k, k € Z; dunque, sostituendo, ottengo:

cz+ (a,b)k = d.
Ma
(a,b)
FkeZte cz+(a,b)k=de z=2z+ a, a €7
(a,b,¢)

A questo punto possiamo definire
Zn(a,b,c,d) ={z € NU{0} t.c. Jxr,y € Z t.c.ax +by+cz=4d}.

Questo insieme ¢ limitato inferiormente.
Possiamo inoltre definire

d
Zs(a,b,c,d) = {zENU{O} te.z<— A dx,y€Zt.c. am—i—by—l—cz:d}
c



infatti noi siamo interessati a trovare le soluzioni x,y,z € N, e se

d d
z2>—- => ar+by<d—-c = ax+by <0,
c c

Ya,b € N P,y € NU{0} t.c. ax + by < 0.
Dunque l'insieme Zg(a, b, ¢,d) ha cardinalita finita, dunque possiamo calcolare, in un numero finito
di passaggi,
min(x +y+ z) = min{z + p(a,b,d — cz) t.c. z € Zg(a,b,c,d) N p(a,b,d—cz) # —1}

Algoritmo
Denotiamo gli elementi di Zg che sono tutti della forma maxZg(a,b,c,d) — (l(lal;bz)i con z; , con i €
{0,1,2,...,&} (infatti la cardinalitd di Zg ¢ finita), e dunque z; < 2z, < @ > h.

Calcoliamo
min(x +y+ z) = min{z+ p(a,b,d — cz) t.c. z € Zg(a,b,c,d) A p(a,b,d—cz) # —1}:

Definiamo 0 := my,, (che sta per "minimo parziale") .
Partendo da ¢ = 0:

(1)

Calcoliamo il valore di p(a,b,d — cz;);
e se p(a,b,d — cz;) # —1 allora:
- Semp, =0V my, >z +p(a,b,d— cz;) allora ridefinisci m, := z; + p(a,b,d — cz;) e vai a (2);
— Se mp < z; + p(a,b,d — cz;) allora vai a (2).
e se p(a,b,d — cz;) = —1 allora passa a (2).
(2)
e Se i+ 1 < ¢ allora ridefinisci ¢ := ¢+ 1 e vai a (1);
e Sei+ 1> ¢ allora

— Se m;, = 0 allora non ci sono terne di soluzioni in N U 0; fine.

— Se my # 0 allora m, = min(xz + y + z); fine.

Ottimizzazione computazionale

L’algoritmo cosi com’é stato definito calcola il min(x + y + 2) in un numero finito di passaggi. Puo
comunque essere utile utilizzare delle proprieta delle soluzioni per ridurre drasticamente il numero di
soluzioni da ricavare.

Conviene anzitutto riordinare ’equazione in modo che risulti a < b < c.

Caso s, =0 Dimostriamo che, se durante ’algoritmo viene trovata una terna di soluzioni del tipo

z=0
Y=1Ys
Z = zg

allora tutte le soluzioni (z’,y’, z") trovate successivamente (con z’ < z;) hanno valore di ' + 3" + 2’ >
ys + 25, dunque ’algoritmo puo interrompersi dal momento che il minimo dell’intero insieme é uguale al
minimo dell’insieme contenente gli elementi gia calcolati.



Lemma 2.3. Dati
baeR tc b>a,

keRT,
']T:{(:z:,y)eR+2 t.c.:z:—l—ygk},

e data
[T =R f(z,y) = ar + by;

= maz(f(T)) = kb
Proof.

z4+y<k & z<k-y & ar+by<ak—ay+by=ak+ (b—a)y

Ma per ipotesi b —a >0 = f(z,y) & crescente in y e

maz(f(T)) = f(0,k) = kb

Se consideriamo
2y, 2 te 2 <ze N oaxr’ +by +c2 =d,

possiamo dire che
bys + czs = ax’ + by’ + c2';

JaeNte 2/ =z, — (a,) «
(a,b,¢)
b
bys + czs = ax’ + by +czs —c (a,b) a;
(a,b,¢)
b)
P L)
Yo S A T
b
Se per assurdo
b b
N E Y L O
(a,b,c) (a,b,c)
A questo punto il lemma 2.3 implica che
b) (a,b) (a,b)
by < blys+ 2 = ax’ + by < by +b—Ta < by, :
aa’ +by’ < blys + (a,b,c)a) ooy = bys o+ (a,b,c)a Y Jrc(a,b,c)a

Dunque az’ + by’ sarebbe allo stesso tempo minore e uguale alla stessa quantita. Assurdo.

Funzione j
Cerchiamo una funzione j : Zg(a,b,c,d) — R che abbia le seguenti caratteristiche:
o Valga j(z;) > j(zn) & i > h;

o Valga j(z;) < min{zn + p(a,b,d — cz) t.c. z, € Zg(a,b,c,d) N h>1i A p(a,b,d—czp) # —1};



In questo modo, calcolando i valori di z; 4+ p(a,b,d — c¢z;) partendo da zp, procedendo aumentando
lindice 4 di unita in unita e calcolando parallelamente ad ogni passaggio il valore di j(z;), ottengo ad
ogni passaggio una stima dal basso della somma delle soluzioni che trovero nei passaggi successivi. Dato
che la funzione j & crescente, non appena

J(z;) = min{zp + p(a,b,d — czp) t.c. zp, € Zg(a,b,e,d) N h<i A p(a,b,d— czp) # —1}

so che non possono essere trovate soluzioni la cui somma é minore del minimo delle soluzioni gia trovate.

Lemma 2.4.
Se p(a’abv d) 7é 717:> p(a’abv d) >

Sl

Proof.

Se vale ax + by = d = y = 2= consideriamo la funzione f(z) : R — R definita come f(z) = x + 454&
che associa ad ogni valore di z il valore di « 4+ y con y tale che ax 4+ by = d. Cerchiamo il minimo di
questa funzione. La funzione é strettamente crescente poiché f'(x) =1 — £ > 0 dato che a < b. Allora

d
min {z +y t.c. :C,yERJF/\ax—i—by:d}:f(O):E

D’altra parte

min{eryt.c. x,y€R+/\az+by:d} <min{zr+ytc z,y e NU{0} Aazx+ by =d} = p(a,b,d)

dato che NU {0} C R. O
Dunque Vz; € Zg(a,b,c,d),
d—cz
p(a’a ba d— Czi) > bcz
Dunque definiamo
. d—cz;
J(z) = —p T

Sappiamo dunque che se p(a,b,d — ¢z;) # —1 allora:
J(z) < zi + pla,b,d — cz;)

Inoltre dimostriamo che, se k > h = j(zx) > j(zn).
Infatti, se

k>h = z, <z, =3\ eNtce zp=2z,— )\ =
d—c(zp— M) d— czp,

c d—czp,
)\ = —“A—A
b +zp b JrZthb > b

che é vero perché, per ipotesi, ¢ > b.

3(zk) = G(zn—A) = = j(zn) & (271)A>0

Quindi,
Vi > ht.c. pla,b,d—cz;) £ =1, j(zn) <j(zi) < zi + pla,b,d — cz;);

Dunque la funzione ¢ minorante di tutte le somme delle soluzioni successive.
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