
NotazioneNel orso di questo artiolo utilizzeremo le seguenti notazioni:
• Consideriamo 0 ∈ R+;
• Avendo già de�nito k, quando denotiamo le soluzioni di un'equazione on

w = kq, q ∈ Zquesto sta a signi�are:
{

∀q ∈ Z, kq risolve l′equazione
∀w′ soluzione dell′equazione ∃q′ ∈ Z t.c. w′ = kq′

.

1 Studio dell'equazione diofantea ax + by + cz = d

Risolubilità dell'equazioneIn questo paragrafo studieremo l'esistenza di soluzioni intere di equazioni della forma ax + by + cz = don a, b, c, d ∈ ZProposition 1.
∃ x, y, z ∈ Z | ax+ by + cz = d ⇐⇒ (a, b, c)|dProof. =⇒

ax+ by + cz = d ⇔ (a, b, c)

(

a

(a, b, c)
x+

b

(a, b, c)
y +

c

(a, b, c)
z

)

= dMa
a

(a, b, c)
,

b

(a, b, c)
,

c

(a, b, c)
∈ Z ⇒

a

(a, b, c)
+

b

(a, b, c)
+

c

(a, b, c)
∈ Z ⇔

d

(a, b, c)
∈ Z ⇔ (a, b, c)|d

⇐= (Metodo ostruttivo, impiegabile per trovare x, y, z soluzioni partiolari)Per il teorema di Bézout ∀ a, b, α ∈ Z ∃ x, y ∈ Z | ax + by = (a, b)α dunque sostituiso e ottengo
(a, b)α+ cz = d he, anora per il teorema di Bézout, ha soluzione se e solo se ((a, b), c)|d ⇔ (a, b, c)|d.Espliitazione delle soluzioni intereProposition 2. Tutte e sole le soluzioni intere dell'equazione ax + by + cz = d possono essere trovatesommando ad una terna di soluzioni partiolari (x0, y0, z0) le soluzioni intere dell'equazione omogeneaassoiata ax+ by + cz = 0:Proof. =⇒

∀ x0, y0, z0, x1, y1, z1 ∈ Z | ax0 + by0 + cz0 = d ∧ ax1 + by1 + cz1 = d =⇒1



Sottraendo membro a membro
0 = a(x0 − x1) + b(y0 − y1) + c(z0 − z1)E dunque la terna ((x0 − x1), (y0 − y1), (z0 − z1)) è soluzione dell'equazione omogenea assoiata. Alloradue qualsasi soluzioni dell'equazione di�erisono per una soluzione dell'equazione omogenea assoiata.

⇐=

∀ x0, y0, z0, xa, ya, za ∈ Z | ax0 + by0 + cz0 = d ∧ axa + bya + cza = 0 ⇒Sommando membro a membro
d = a(x0 + xa) + b(y0 + ya) + c(z0 + za)E dunque la terna ((x0 + xa), (y0 + ya), (z0 + za)) è anora soluzione dell'equazione.Trovare una soluzione partiolarePer trovare una soluzione partiolare possiamo proedere in questo modo:per il teorema di Bézout ∀ a, b, α ∈ Z ∃ x, y ∈ Z | ax + by = α(a, b) dunque posso onsiderare i primidue addendi ome un unio termine, e sostituendo ottengo α(a, b) + cz = d.A questo punto posso appliare l'algoritmo di Eulide per ottenere

(α0, z0) t.c. α0(a, b) + cz0 = d.Posso adesso sostiturire il valore di α trovato nell'equazione ax+ by = α0(a, b) e, appliando nuovamentel'algoritmo di Eulide, trovo
(x0, y0) t.c. ax0 + by0 = α0(a, b).La terna di valori (x0, y0, z0) soddisfa dunque l'equazione.Trovare le soluzioni dell'equazione omogenea assoiataDe�niamo

Z0(a, b, c) = {z ∈ Z t.c. ∃x, y ∈ Z t.c. ax+ by + cz = 0}Proposition 3.
Z0(a, b, c) =

{

z ∈ Z t.c. z =
(a, b)

(a, b, c)
α, α ∈ Z

}

.Proof.Possiamo sostituire, grazie al teorema di Bézout, ax+ by on (a, b)k, k ∈ Z. Otteniamo osì:
cz + (a, b)k = 0.Ma

∃k ∈ Z t.c. cz + (a, b)k = 0 ⇔ z =
(a, b)

(a, b, c)
α, α ∈ Z.

2



A questo punto troviamo x e y in funzione di z ∈ Z0(a, b, c):
ax+ by = −cz ⇔ ax+ by = −c

(a, b)

(a, b, c)
α.Date xc e yc soluzioni dell'equazione

ax+ by = −c
(a, b)

(a, b, c)
,allora αxc e αyc sono soluzioni di

ax+ by = −c
(a, b)

(a, b, c)
α,infatti

axcα+ bycα = α(axc + byc) = −c
(a, b)

(a, b, c)
α.Allora trovo, attraverso l'algoritmo di Eulide, xc e yc he risolvono ax + by = −c (a,b)

(a,b,c) , dal momentohe (a, b) |c (a,b)
(a,b,c) ∀c ∈ Z.Dunque posso sommare alla soluzione partiolare osì ottenuta le soluzioni dell'equazione omogeneaassoiata ax+ by = 0, ottenendo

{

x = αxc +
b

(a,b) t

y = αyc −
a

(a,b) t
t ∈ ZDunque le soluzioni dell'equazione omogenea ax+ by + cz = 0 sono tutte e sole quelle della forma











x = xcα+ b
(a,b) t

y = ycα− a
(a,b) t

z = (a,b)
(a,b,c)α

α, t ∈ ZNota: xc e yc dipendono soltanto dai valori di a, b, c e sono ostanti.Dunque, data omunque un'equazione della forma ax+ by+ cz = d on a, b, c, d ∈ Z t.c. (a, b, c)|d, tuttee sole le soluzioni x, y, z ∈ Z sono quelle della forma










x = x0 + xcα+ b
(a,b) t

y = y0 + ycα− a
(a,b) t

z = z0 +
(a,b)
(a,b,c)α

α, t ∈ Z

2 Studio del min(x+ y + z) soluzioni naturali dell'equazioneIn questa sezione tratteremo il aso on a, b, c, d ∈ N e x, y, z ∈ N ∪ {0}.Studio preliminare del aso on 2 inogniteSe i troviamo nel aso di un'equazione della forma ax+ by = d; a, b, d ∈ N ; x, y ∈ N ∪ {0}e siamo interessati tovare il minimo di (x + y) on x, y soluzioni naturali dell'equazione, possiamo pro-edere in questo modo:Possiamo supporre senza perdita di generalità b > aSe onsideriamo l'insieme
Y(a, b, d) = {y ∈ N ∪ {0} t.c. ∃ x ∈ N ∪ {0} t.c. ax+ by = d} .A questo punto: 3



• Se Y(a, b, d) = ∅ =⇒ ∄x, y ∈ N ∪ {0} t.c. ax+ by = d

• Se Y(a, b, d) 6= ∅ allora:Lemma 2.1. Y(a, b, d) è limitato superiormente.Proof.Dimostriamo he ⌊d
b
⌋ è maggiorante dell'insieme Y(a, b, d).Se per assurdo esistesse

ye ∈ Y(a, b, d) t.c. ye >
d

b
, ⇒ ∃xe ∈ N ∪ {0} t.c. axe + bye = d ⇒

axe = d− bye < d− b
d

b
= 0 ⇒ axe < 0.Ma a ∈ N ∧ xe ∈ N ∪ {0} , dunque questo è assurdo.Allora

∀y ∈ Y(a, b, d), y ≤
d

b
⇒dal momento he y ∈ N ∪ {0} ,

y ≤ ⌊
d

b
⌋.Posso perio onsiderare maxY(a, b, d). Per ipotesi ∃x0 ∈ N ∪ {0} t.c. ax0 + bmaxY(a, b, d) = dTheorem 1. min {x+ y t.c. x, y ∈ N ∪ {0} ∧ ax+ by = d} = maxY(a, b, d) + x0Proof.

∀y′ ∈ Y(a, b, d) t.c. y′ 6= maxY(a, b, d) ∃x′ = x′(y′) ∈ N ∪ {0} t.c. ax′ + by′ = dDe�niso maxY(a, b, d)− y′ = k; k > 0 per la massimalita' di maxY(a, b, d).
⇒ ax0 + bmaxY(a, b, d) = d = ax′ + by′ ⇒ ax0 − ax′ = b(y′ −maxY(a, b, d))

⇒ ax0 − ax′ = −bk ⇒ x0 − x′ = −
b

a
k.Dunque

x′ + y′ > x0 +maxY(a, b, d) ⇔ x′ − x0 > maxY(a, b, d)− y′ ⇔
b

a
k > k ⇔

b

a
> 1he è vero per ipotesi.Dunque e' ben de�nita la funzione ρ : N3 7−→ N ∪ {−1} ome segue:

ρ(a, b, d) =

{

−1 se Y(a, b, d) = ∅
maxY(a, b, d) + x0 se Y(a, b, d) 6= ∅Calolare espliitamente ρ(a, b, d)Sappiamo he le soluzioni dell'equazione ax+ by = d :

• Non esistono se (a, b) 6 |d e dunque Y(a, b, d) = ∅

• Se (a, b)|d sono tutte e sole quelle della forma
{

x = x0 +
b

(a,b) t

y = y0 −
a

(a,b) t
t ∈ ZCon x0, y0 oe�ienti riavati grazie all'algoritmo di Eulide.4



Lemma 1. Sia YZ(a, b, d) = {y ∈ Z t.c. ∃x ∈ Z t.c. ax+ by = d} .Allora
∀h ∈ Z ∃!yh ∈ YZ(a, b, d) t.c. yh ∈ [h−

a

(a, b)
+ 1, h]Proof.Abbiamo dimostrato he

∃y0 ∈ Z t.c. YZ(a, b, d) =

{

y ∈ Z t.c. y = y0 −
a

(a, b)
t, t ∈ Z

}

.Per il Teorema di divisione eulidea:
∃! t0, k ∈ Z t.c. h− y0 =

a

(a, b)
t0 + k, 0 ≤ k <

a

(a, b)
;

h− k = y0 +
a

(a, b)
t0;Allora

h−
a

(a, b)
+ 1 ≤ h− k ≤ h ∧ h− k ∈ YZ(a, b, d).Abbiamo dimostrato he l'intervallo ontiene almeno un elemento di YZ(a, b, d), dimostriamo he nonpuò ontenerne altri. Infatti

∀yw ∈ YZ(a, b, d) t.c. yw 6= h− k, ∃wZ t.c. w 6= 0 ∧ yw − (h− k) = w
a

(a, b)
.

• Se w > 0
yw ≥ h− k +

a

(a, b)Dato he k < a
(a,b)

⇒ yw > h ⇒ yw /∈ [h−
a

(a, b)
+ 1, h]

• Se w < 0
yw ≤ h− k −

a

(a, b)Dato he k ≥ 0

⇒ yw < h−
a

(a, b)
+ 1 ⇒ yw /∈ [h−

a

(a, b)
+ 1, h]Quindi

∀yw ∈ YZ(a, b, d) t.c. yw 6= h− k;

yw /∈ [h−
a

(a, b)
+ 1, h]Dunque ∀h ∈ Z, l'intervallo [h− a

(a,b) + 1, h] ontiene uno e un sono elemento di YZ(a, b, d).Abbiamo dimostrato he ∀y ∈ Y(a, b, d), y < d+1
b

≤ d
b
+ 1.Consideriamo perio' ys ∈ Z t.c. ⌊d

b
⌋ − a

(a,b) + 1 ≤ ys ≤ ⌊d
b
⌋ ∧ ∃xs ∈ Z t.c. axs + bys = d.Lemma 2.2.

• Se ys < 0, allora Y(a, b, d) = ∅ e quindi ρ(a, b, d) = −1

• Se ys ≥ 0, allora ys = maxY(a, b, d) e ∃xs ∈ N ∪ {0} t.c. axs + bys = d; xs =
d−bys

a
.In questo aso ρ(a, b, d) = xs +maxY(a, b, d).5



Proof.
∀yt ∈ Z t.c. yt 6= ys ∧ ∃xt ∈ Z t.c. axt + byt = d; yt > ys ⊻ yt < ys

• Se ys < 0 allora:� ∀yt t.c. yt > ys allora, per ostruzione delle soluzioni, yt ≥ ys +
a

(a,b) ≥ ⌊d
b
⌋+ 1;dunque yt /∈ Y(a, b, d);� ∀yt t.c. yt < ys, yt < 0, ⇒ yt /∈ Y(a, b, d) ;Dunque se ys < 0 =⇒ Y(a, b, d) = ∅ e ρ(a, b, d) = −1.

• Se ys > 0 dimostriamo he ys ∈ Y(a, b, d).
ys e' soluzione, dunque

∃xs ∈ Z t.c. axs + bys = d;xs =
d− bys

a
.Per ostruzione ys ≤

d
b
, dunque

xs ≥
d− b d

b

a
= 0ossia xs ∈ N ∪ {0}. Allora ys ∈ Y(a, b, d).Quindi:� ∀yt > ys, per ostruzione delle soluzioni, yt ≥ ys +

a
(a,b) ≥ ⌊d

b
⌋+ 1; dunque yt /∈ Y(a, b, d);� ∀yt < ys, yt 6= maxY(a, b, d);Dunque ys = maxY(a, b, d) ∧ ρ(a, b, d) = xs + ys.Algoritmo per il aso on 3 inogniteData (I) ax+ by + cz = d equazione on a, b, c, d ∈ N di ui erhiamo soluzioni naturali, de�niamo

ZZ(a, b, c, d) = {z ∈ Z t.c. ∃x, y ∈ Z t.c. ax+ by + cz = d}Lemma 2. Dato z0 soluzione partiolare dell'equazione (I),
ZZ(a, b, c, d) =

{

z ∈ Z t.c. z = z0 +
(a, b)

(a, b, c)
α, α ∈ Z

}

.Proof.Possiamo sostituire, grazie al teorema di Bézout, ax+by on (a, b)k, k ∈ Z; dunque, sostituendo, ottengo:
cz + (a, b)k = d.Ma

∃k ∈ Z t.c. cz + (a, b)k = d ⇔ z = z0 +
(a, b)

(a, b, c)
α, α ∈ ZA questo punto possiamo de�nire

ZN (a, b, c, d) = {z ∈ N ∪ {0} t.c. ∃x, y ∈ Z t.c. ax+ by + cz = d} .Questo insieme è limitato inferiormente.Possiamo inoltre de�nire
ZS(a, b, c, d) =

{

z ∈ N ∪ {0} t.c. z ≤
d

c
∧ ∃x, y ∈ Z t.c. ax+ by + cz = d

}6



infatti noi siamo interessati a trovare le soluzioni x, y, z ∈ N, e se
z >

d

c
⇒ ax+ by < d−

d

c
c ⇒ ax+ by < 0,ma

∀a, b ∈ N ∄x, y ∈ N ∪ {0} t.c. ax+ by < 0.Dunque l'insieme ZS(a, b, c, d) ha ardinalità �nita, dunque possiamo alolare, in un numero �nitodi passaggi,
min(x+ y + z) = min {z + ρ(a, b, d− cz) t.c. z ∈ ZS(a, b, c, d) ∧ ρ(a, b, d− cz) 6= −1}AlgoritmoDenotiamo gli elementi di ZS he sono tutti della forma maxZS(a, b, c, d) −

(a,b)
(a,b,c) i on zi , on i ∈

{0, 1, 2, ..., ξ} (infatti la ardinalità di ZS è �nita), e dunque zi < zh ⇔ i > h.Caloliamo
min(x+ y + z) = min {z + ρ(a, b, d− cz) t.c. z ∈ ZS(a, b, c, d) ∧ ρ(a, b, d− cz) 6= −1} :De�niamo 0 := mp (he sta per "minimo parziale") .Partendo da i = 0:(1)Caloliamo il valore di ρ(a, b, d− czi);

• se ρ(a, b, d− czi) 6= −1 allora:� Se mp = 0 ∨ mp > zi + ρ(a, b, d− czi) allora ride�nisi mp := zi + ρ(a, b, d− czi) e vai a (2);� Se mp ≤ zi + ρ(a, b, d− czi) allora vai a (2).
• se ρ(a, b, d− czi) = −1 allora passa a (2).(2)
• Se i+ 1 ≤ ξ allora ride�nisi i := i+ 1 e vai a (1);
• Se i+ 1 > ξ allora� Se mp = 0 allora non i sono terne di soluzioni in N ∪ 0; �ne.� Se mp 6= 0 allora mp = min(x+ y + z); �ne.Ottimizzazione omputazionaleL'algoritmo osì om'è stato de�nito alola il min(x + y + z) in un numero �nito di passaggi. Puòomunque essere utile utilizzare delle proprietà delle soluzioni per ridurre drastiamente il numero disoluzioni da riavare.Conviene anzitutto riordinare l'equazione in modo he risulti a < b < c.Caso xs = 0 Dimostriamo he, se durante l'algoritmo viene trovata una terna di soluzioni del tipo







x = 0
y = ys
z = zsallora tutte le soluzioni (x′, y′, z′) trovate suessivamente (on z′ < zs) hanno valore di x′ + y′ + z′ >

ys + zs, dunque l'algoritmo può interrompersi dal momento he il minimo dell'intero insieme è uguale alminimo dell'insieme ontenente gli elementi già alolati.
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Lemma 2.3. Dati
b, a ∈ R t.c. b > a,

k ∈ R+,

T =
{

(x, y) ∈ R+2
t.c. x+ y ≤ k

}

,e data
f : T → R; f(x, y) = ax+ by;

=⇒ max(f(T)) = kbProof.
x+ y ≤ k ⇔ x ≤ k − y ⇔ ax+ by ≤ ak − ay + by = ak + (b − a)yMa per ipotesi b− a > 0 ⇒ f(x, y) è resente in y e

max(f(T)) = f(0, k) = kbSe onsideriamo
x′, y′, z′ t.c. z′ < zs ∧ ax′ + by′ + cz′ = d,possiamo dire he

bys + czs = ax′ + by′ + cz′;

∃α ∈ N t.c. z′ = zs −
(a, b)

(a, b, c)
α;

bys + czs = ax′ + by′ + czs − c
(a, b)

(a, b, c)
α;

bys = ax′ + by′ − c
(a, b)

(a, b, c)
α;

bys + c
(a, b)

(a, b, c)
α = ax′ + by′;Se per assurdo

x′ + y′ + z′ ≤ zs + ys ⇒ x′ + y′ + zs −
(a, b)

(a, b, c)
α ≤ zs + ys ⇒ x′ + y′ ≤ ys +

(a, b)

(a, b, c)
α.A questo punto il lemma 2.3 implia he

ax′ + by′ ≤ b(ys +
(a, b)

(a, b, c)
α) ⇒ ax′ + by′ ≤ bys + b

(a, b)

(a, b, c)
α < bys + c

(a, b)

(a, b, c)
α.Dunque ax′ + by′ sarebbe allo stesso tempo minore e uguale alla stessa quantità. Assurdo.Funzione jCerhiamo una funzione j : ZS(a, b, c, d) → R he abbia le seguenti aratteristihe:

• Valga j(zi) > j(zh) ⇔ i > h;

• Valga j(zi) < min {zh + ρ(a, b, d− czh) t.c. zh ∈ ZS(a, b, c, d) ∧ h > i ∧ ρ(a, b, d− czh) 6= −1} ;
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In questo modo, alolando i valori di zi + ρ(a, b, d − czi) partendo da z0, proedendo aumentandol'indie i di unità in unità e alolando parallelamente ad ogni passaggio il valore di j(zi), ottengo adogni passaggio una stima dal basso della somma delle soluzioni he troverò nei passaggi suessivi. Datohe la funzione j è resente, non appena
j(zi) ≥ min {zh + ρ(a, b, d− czh) t.c. zh ∈ ZS(a, b, c, d) ∧ h ≤ i ∧ ρ(a, b, d− czh) 6= −1}so he non possono essere trovate soluzioni la ui somma è minore del minimo delle soluzioni già trovate.Lemma 2.4.

Se ρ(a, b, d) 6= −1,=⇒ ρ(a, b, d) ≥
d

b
.Proof.Se vale ax+ by = d ⇒ y = d−ax

b
onsideriamo la funzione f(x) : R+ → R de�nita ome f(x) = x+ d−ax

bhe assoia ad ogni valore di x il valore di x + y on y tale he ax + by = d. Cerhiamo il minimo diquesta funzione. La funzione é strettamente resente poihè f ′(x) = 1− a
b
> 0 dato he a < b. Allora

min
{

x+ y t.c. x, y ∈ R+ ∧ ax+ by = d
}

= f(0) =
d

bD'altra parte
min

{

x+ y t.c. x, y ∈ R+ ∧ ax+ by = d
}

≤ min {x+ y t.c. x, y ∈ N ∪ {0} ∧ ax+ by = d} = ρ(a, b, d)dato he N ∪ {0} ⊂ R.Dunque ∀zi ∈ ZS(a, b, c, d),

ρ(a, b, d− czi) ≥
d− czi

b.Dunque de�niamo
j(zi) =

d− czi
b

+ zi.Sappiamo dunque he se ρ(a, b, d− czi) 6= −1 allora:
j(zi) ≤ zi + ρ(a, b, d− czi)Inoltre dimostriamo he, se k > h =⇒ j(zk) > j(zh).Infatti, se

k > h ⇒ zk < zh ⇒ ∃λ ∈ N t.c. zk = zh − λ; =⇒

j(zk) = j(zh−λ) =
d− c(zh − λ)

b
+zh−λ =

d− czh
b

+zh+
c

b
λ−λ >

d− czh
b

+zh = j(zh) ⇔ (
c

b
−1)λ > 0he è vero perhé, per ipotesi, c > b.Quindi,

∀i > h t.c. ρ(a, b, d− czi) 6= −1, j(zh) < j(zi) ≤ zi + ρ(a, b, d− czi);Dunque la funzione è minorante di tutte le somme delle soluzioni suessive.
Battista Ludovio e Pisanu Federio Giuseppe9


