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Gennemsnit og normalfordeling illustreret med terningkast, 
simulering og SLUMP() 

John Andersen, Læreruddannelsen i Aarhus, VIA 

 

Et kast med 10 terninger gav følgende udfald 

 

Fig. 1 Result of rolling 10 dices 

Summen af øjnene divideret med 10 giver gennemsnittet 

                   

  
 
  

 
     

Kaster man mange gange med de 10 terninger får man en masse gennemsnit der alle vil tilhøre 

talmængden 

{1, 1.1, 1.2, 1.3, ..., 5.8,5.9,6} 

Ved hjælp af Excel kan vi undersøge om der er et mønster i disse gennemsnit. 

Simulering af 100 kast med 10 terninger 

Fig. 2 viser resultatet af 100 simuleringer af gennemsnit ved kast med 10 terninger. 

 

Fig. 2 Skærmbillede fra Excel 

Formlen i hver celle er 

=(SLUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6)+

SLUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6)+S

LUMPMELLEM(1;6)+SLUMPMELLEM(1;6))/10 
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Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Den er skrevet ind i A2 og derpå kopieret til de øvrige. Under indskrivninger og også brugt kopiering 

så skrivearbejdet var ikke så stort som man måske tror når man ser på formlen. SLUMPMELLEM-

funktionen er indrettet sådan at hver udgave vi skriver af den fungerer uafhængigt af de øvrige. Det er 

det der gør at denne formel kan bruges til en simulering som denne. 

 Fig. 3 viser formler til optælling af de simulerede gennemsnit  

 

  

Fig. 3 Skærmbilleder der viser hvilke formler der er brugt til at optælle og beregne frekvenser af de 

simulerede gennemsnit 

 

 

Fig. 4 Pindediagram der visualiserer statistikken. Denne diagramtyper er valgt fordi vi kender de 

mulige, adskilte (diskrete) værdier af gennemsnittene. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Så snart regnearket er udformet kan vi se resultatet af en ny simulering af 100 kast ved at trykke på 

F9-tasten (beregn). Det kan du gøre en masse gange og se at gennemsnittene ganske vist fordeler sig 

ret så tilfældigt, men alligevel er der en tendens til at de samler sig i midten. 

 

Fig. 5 100 nye kast med de 10 terninger 

Med computer og regneark kan man håndtere store datamængder så lad os se hvad der sker, hvis vi 

kaster de 10 terninger nogle flere gange. Det er de samme formler der skal bruges. SLUMPMELLEM-

formlerne skal blot kopieres til et større område og optællings området skal justeres så det passer 

dertil. På de næste to figurer ser de statistikker over 5000 kast med 10 terninger. 

 

 

Fig. 6 Pindediagram over 5000 kast med 10 terninger 

 

 

Fig. 7 Ved at trykke på F9 får man 5000 nye kast. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Vi kan nu se et mønster der ser mere regelmæssigt ud, og man får en ide om, hvad der kan forventes - 

eller ikke forventes. Det vil nok ikke være klogt at sætte en formue på gennemsnit tæt ved 1 eller 6. 

Nu kan det være spændende at se hvad der sker hvis vi kaster endnu flere gange. Hvad med 100.000? 

Kan det lade sig gøre? Er regnearket og computerens hukommelse stor nok? 

Kører jeg helt ned i bunden af mit regneark kan jeg se at der er             rækker og     
      søjler at gøre godt med, så lad os prøve at se hvad der sker: 

 

 

Fig. 8 En smuk "klokkeformet" fordeling af pinde for de 100000 kast. 

 

Et tryk på F9 giver et nyt billede (Fig. 9) der til forveksling ligner billedet på Fig. 8. og gentagelser 

resulterer i det samme. 

 

Fig. 9 En ny simulering af 100000 kast med 10 terninger giver gennemsnit, 

 der er fordelt næsten som på Fig. 8. 

Forskellen fra regnearket der blev brugt til Fig. 3 er at området der simulerers i og optælles over er 

noget større: 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig. 10 Del af formlerne der bliver brugt til optællingen af de 100000 kast med de 10 terninger. 

Den regelmæssige form af pindediagrammet på Fig. 9 antyder at der måske er en eller anden formel 

for en kurve der kan beskrive formen af det samlede billede af pindene - altså f.eks. afgrænsningen 

opad. Det gør der - jeg havde nok slet ikke skrevet dette kapitel hvis ikke det var fordi jeg på forhånd 

vidste det. Det er mange år siden at den blev fundet. Det drejer sig om normalfordelingen eller 

Gaussfordelingen som den også kaldes. 

Baggrunden for dette kapitel er et ønske om at give et konkret eksempel på hvad konklusionen i den 

såkaldte centrale grænseværdisætning siger. 

Jeg vil ikke gå ind i mere formulerings- og bevistekniske detaljer omkring denne emnekreds men 

holde mig til konkrete eksempler der er til at tage og føle på - i det omfang man kan sige at 

computersimuleringer er til at tage og føle på. Hvis du vil lidt mere ind i detaljeret teoretisk baggrund 

så se f.eks. [1] og [2]. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Grænsefordelingen af gennemsnittene ved kast med 10 terninger 

Hvad skal man se efter? Den centrale grænseværdisætning fortæller at gennemsnittene tilnærmelsesvis 

(jo flere kast desto bedre) normalfordelt med middelværdi m og varians s
2
/10, hvor m og s

2
 er 

middelværdi og varians for et kast med en terning. For at minde om definitioner på disse størrelser 

vælger jeg her at beregne dem direkte med regnearket (Se Fig. 11 & 12): 

 

 

Fig. 11 Beregning af middelværdi, varians og spredning for en terning.  

 

 

Fig. 12 Formler til beregningerne i Fig. 11. 

 

Da normalfordelingen er en kontinuert fordeling kan vi ikke direkte sammenligne dens 

sandsynlighedstæthed med pindediagrammer som på Fig. 9. 

Hvis vi betragter de 100000 gennemsnit som ombservationer af kontinuerte (grupperede) 

observationer kan vi derimod lave en grafisk fremstilling som direkte kan sammenlignes med de 

teoretiske grafer fra normalfordelingen. Det gør vi ved at fremstille histogram og sumkurve for de 

100000 gennemsnit baseret på en eller anden intervalinddeling. 

Da vores talmateriale består at 100000 observationer er der rigeligt mange til at vi kan få det mere 

detaljeret billede ved at vælge smallere grupperingsintervaller. På Fig. 14 & 15 er brugt inddelingen 

1,05<1,25<1,45<.......<5,85 for at undgå af delepunkterne rammer oven i de mulige værdier af 

gennemsnittene (der jo ikke er ægte kontinuerte observationer jvnf. bemærkningen lige efter Fig. 1) 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Vi ser et næsten perfekt sammenfald med normalfordelingen: 

 

 

Fig. 13 Histogram sammenlignet med sandsynlighedstæthed for normalfordeling med middelværdi 3,5 

spredning       
√  
⁄       

 

 

Fig. 14 Sumkurve sammenlignet med fordelingsfunktion for normalfordeling  

med samme parametre som på Fig. 13. Der er meget fint sammenfald og man skal zoome ind for at se 

forskellene - se Fig. 15 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig. 15 Sumkurve sammenlignet med fordelingsfunktion for normalfordeling  

med samme parametre som på Fig. 13. Her er der zoomet ind på en del af graferne i Fig. 14 og man 

kan se at der er forskel (blå graf er sumkurve, rød graf er fordelingsfunktion). 

Fordelingen af gennemsnittene ved kast med 100 terninger 

I næste omgang vil vi prøve at kaste 100 terninger og beregne deres gennemsnitlige øjental. Det gøre 

med et regneark, der næsten er en kopi af regnearket i Fig. 3. Formlen på Fig. 17 til beregning af 

gennemsnittet indeholder 100 kopier af SLUMPMELLEM(1;6) og det kan umiddelbart lyde som 

noget af en tålmodighedsprøve at indtaste den. Men skriver man den f.eks. i Word bliver det en 

overkommelig opgave hvis man bruger "kopier" og "sæt ind" nogle et passende antal gange. Den 

færdige formel kopieres fra Word over i den første celle i regnearket. Derpå kopieres den ved træk 

med musen til de celler der skal indgå i simuleringen. 

 

Fig. 16 Denne lange formel beregner gennemsnitligt øjental for et kast med 100 terninger.  

Når man bruger diverse kopieringsmuligheder er der ikke megen forskel på at arbejde med 

 lange eller korte formler. 
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig. 157 Histogram sammenlignet med sandsynlighedstæthed for normalfordeling med middelværdi 

3,5 spredning       
√   
⁄         

 

 

Fig. 168 Sumkurve sammenlignet med fordelingsfunktion for normalfordeling  

med samme parametre som på Fig. 17.  
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Sammenfatning vedrørende terningkastene 

Vi har set forskellige muligheder for at variere disse simuleringer: 

På Fig. 4 - Fig. 9 varieres antallet af kast men der kastes hver gang 10 terninger. Jo flere kast desto 

mere regelmæssigt mønster. Det er store tals lov der  illustreres der. 

På Fig 13. - 18. er det antallet af terninger der varieres. Læg bl.a. andet mærke til at spredningen af de 

observerede gennemsnit bliver mindre desto flere terninger der kastes. Sammenlign f.eks. Fig. 13. og 

17. Det er måske den fornemmelse de fleste har: Når man laver flere målinger (her flere terninger) til 

beregning af et gennemsnit så får man den forventede gennemsnitsværdi bestemt med større 

nøjagtighed. 

Det som den centrale grænseværdisætning fortæller os er bl.a. at når antallet af terninger øges med en 

faktor k så formindskes spredningen med en faktor  
√ 
⁄ , f.eks. fra Fig. 13 til Fig. 17. formindskes 

spredningen med en faktor  
√  
⁄    ⁄ . Tjek selv på de to figurer: Sammenlign bredderne af de 

klokkeformede områder. 

Der er også den mulighed at man kan variere finheden af intervalinddelingerne når vi grupperer data. 

Men så går noget tilsyneladende galt. Eller rettere sagt: Det går ikke galt, men det bliver afsløret at 

gennemsnittene af terningerne ikke er kontinuerte variable men derimod diskrete variable: 

 

Fig 19. Gennemsnittene af terningerne afsløret: De er ikke kontinuerte variable. 

 

Hvad gør jeg så nu? 

Det her blev afsløret fordi jeg gik ned i antallet af terninger. Så blev springene mellem 

gennemsnitsværdierne efterhånden så store at det blev afsløret ved forfinelse af gruppeintervallerne. 

Der er ellers endnu et aspekt ved den centrale grænseværdisætning jeg gerne vil vise og det kræver at 

jeg kan komme helt ned på gennemsnit af to variable. Fordi terninger producerer diskrete variable 

skifter jeg nu terningerne, der jo giver hele tal ud mellem 1 og 6 begge inklusive, så vælger jeg at 

erstatte terningerne med variable der leverer tilfældige tal, jævnt fordelt i intervallet [1;6]. 

Den indbyggede funktion SLUMP() giver tilfældige tal jævnt fordelt i intervallet [0;1]. Derfor kan jeg 

bruge funktionen 1 + 5*SLUMP() til at skaffe mig tilfældige tal i intervallet [1;6] og så udskifte 

SLUMPMELLEM(1;6) i alle regneark der tidligere er blevet brugt med denne nye funktion. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Middelværdien af denne nye variabel er 3,5 og dens varians er 31,25/15 og dermed er dens spredning 

1,4433. Den centrale grænseværdisætning siger nu at hvis man tager gennemsnittet af n af hinanden 

uafhængige udgaver af denne variabel så vil dette gennemsnit være approksimativt normalfordelt med 

middelværdi 3,5 og spredning       
√ 
⁄ . Nedenfor vises nu en billedserier der illustrerer dette. En 

mere formaliseret og stringent formalisering ligger uden for denne fremstillings intentioner. 

Vær opmærksom på at ved histogrammerne ændres skaleringen på 2. aksen. Men bortset fra dette så 

viser figurerne at fordelingen er ret langt fra en normalfordeling når antallet der tages gennemsnit er så 

lille som 2 og 3 men derefter kommer den til at ligne mere og mere. 

Jeg stopper her og lader billederne tale for sig selv. 

 

 

Fig 19 

 

 

Fig 20 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig 23 

   

This project has been funded with support from the European Commission in its Lifelong Learning Programme 
(510028-LLP-1-2010-1-IT-COMENIUS-CMP). This publication reflects the views only of the authors, and the 
Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein. 
 

Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



EU/Comenius/DynaMAT/Gennemsnit og normalfordeling/John Andersen Side 13 af  14 

 

Fig 24 

 

Fig 25 

 

Fig 26 

   

This project has been funded with support from the European Commission in its Lifelong Learning Programme 
(510028-LLP-1-2010-1-IT-COMENIUS-CMP). This publication reflects the views only of the authors, and the 
Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein. 
 

Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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