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Introduzione 
 

Un giorno ho tirato i 60 dadi (vedi [1]) 
 

 
Fig.  1 Photo of the 60 dice at my desktop 

 
 
Riorganizzando un po’ l’ordine per le frequenze poi ha dato questo 
 

 
Fig.  2 Un modo per rappresentare le frequenze di 
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Fig.  3 Bar diagram sui dadi della Fig. 2 
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Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 Con l'aiuto di un foglio elettronico che simulava il lancio di dadi 6000  ho ottenuto questo quadro dei 
risultati 
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Fig.  4 Bar diagram representing a computer simulated roll of 60 dice 

 
 
Come potete vedere le frequenze del secondo esperimento è molto più in conformità con le frequenze 
attese quando il numero di dadi è grande. Ciò è in accordo con la legge dei grandi numeri come descritto 
nella [2]. 
 
Ma cosa succede se si deve decidere dalla situazione in fig. 1 se la differenza tra risultato effettivo e 
risultato atteso è troppo grande?  Dal momento che l'immagine grafica può variare molto è difficile avere 
un quadro semplice delle differenze. Le persone hanno sviluppato modi per rappresentare le variazioni da 
numeri. 
 
 
 

A "home made" metodo di controllo 

In questo luogo si può immaginare che qualcuno ad esempio ispirato dal metodo dei minimi quadrati 
(si veda [3] per una spiegazione non troppo complicata) guarda somme come  

 
(1)                                       ∑(𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 𝑜𝑢𝑡𝑐𝑜𝑚𝑒 − 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 𝑜𝑢𝑡𝑐𝑜𝑚𝑒)2 
 

Da un lato se questo è pari a zero tutti i 6 frequenze sono pari a 10, che può essere troppo bello per essere 
vero (forse la manipolazione con i dati?) e, dall'altro se il numero è troppo grande la differenza tra le 
frequenze effettive e attese sono troppo grandi quindi o si ha un risultato raro o c'è qualcosa di sbagliato 
con l' atteso frequenze. Alcuni carico dei dadi potrebbe essere stato eseguito. 
Non è affatto facile da vedere che cosa ci si può aspettare del numero. Per ottenere un grip sul quadro 
generale possiamo usare Excel per simulare un sacco di lanci di 60 dadi e quindi apportare alcune 
statistiche sui numeri calcolati da (1). 
Prima di tutto: Come simulare questa situazione. Come faccio a gestire a mettere tali dati con Excel? Il 
foglio di diffusione è mostrato nella fig. 5 (i numeri risultanti) e Figg. 6-8 (formule). 

• La colonna A indica il numero di ogni lancio di 60 dadi. 
• Colonne B: BI (molti sono nascosti) dà i risultati dei dadi individuali. Riga 2 indica il numero 

dei dadi. 
• Colonne  BJ: BO dà le frequenze del numero 6 possibile di pips. (Possibilità di cui alla riga 2).  
• Colonne BP: BU calcola i quadrati delle deviazioni. 
• Colonna BV fornisce le somme delle deviazioni al quadrato. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 

Fig.  5 Spread sheet for simulating a lot of rolls with 60 dice 
 

Tieni presente che una volta che hai impostato formule per una riga si tratta di copiare righe verso il 
basso per aumentare il numero di rotoli simulati. Nel caso concreto ho copiato verso il basso finché non 
ho avuto 20.000 rotoli. 
Ci sono 220 righe da fare nella mia versione di Excel. La memoria di lavoro del mio computer si 
esaurisce molto prima di aver compilato in tutte le righe possibili. Quindi, se volete un numero veramente 
grande di rulli si dovrà passare a strumenti di programmazione più avanzati. Ma uno dei miei punti a 
questo proposito è che voglio esplorare quanto si può ottenere utilizzando piuttosto elementari 
competenze di Excel. 
.Nelle successive figure 3 sono mostrate le formule dietro la Fig. 5. 
Non voglio entrare nei dettagli in quanto un attento studio delle formule e delle relazioni tra loro e i 
riferimenti di cella può essere il modo migliore per costruire una comprensione. Si prega di zoom in se i 
caratteri appaiono troppo piccoli sullo schermo. 

 
 

Fig.  6 Formulas for Fig 5 - part 1. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 

Fig.  7 Formulas for Fig 5 - part 2. 
 
 

 
 

Fig.  8 Formulas for Fig 5 - part 3. 
 
Le 20000 somme di  quadrati delle deviazioni dalla colonna BV (Se Fig 5), sono ora i dati che voglio 
avere una panoramica. Pertanto dai tradizionali metodi statistici (e Excel) traggo istogrammi e curve oltre 
accumulati frequenze relative intervallo. Diagrammi risultanti sono mostrati nelle Figg. 9-10. 

 
 

Fig.  9 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 

Fig.  10 
 

Si vede che circa il 95% delle somme sono meno di 110 (108 effettivamente visto per prova ed errore nel 
foglio di calcolo). Quindi, solo nel 5% dei casi uno si aspetta che le somme superiori a 108. 
Che dire dei dadi in fig. 1? Calcolo della somma dei quadrati delle deviazioni dà il numero 30 che sembra 
essere un valore tipico come si vede dalla fig. 9. Quindi non c'è nulla di allarmante che rotolano. 
Si noti che in tutto il precedente l'unica teoria statistica utilizzata è raggruppare le osservazioni e 
rendendo istogramma e cumulativo relativo diagramma frequenze combinato con "forza bruta", ad 
esempio gestione di 20000 simulazioni di tirare 60 dadi.Hai bisogno di guardare i tuoi passi a farlo, ma è 
più un questione di resistenza che di sofisticate teorie matematiche. 
 
A standard 𝝌𝟐 - test 

 
Questo tipo di problemi sono stati studiati molto prima della nascita di computer e teorie sono state 

sviluppate. Solitamente sono gestite mediante cosiddetto 𝝌𝟐- test. Vedi [4] e [5]. 
Si calcola la somma (divisione per 10 è dovuta a una sorta di normalizzazione) 
 

∑ (𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇 𝒐𝒐 𝒌−𝟏𝟏)𝟐

𝟏𝟏
𝟔
𝒌=𝟏  . 

che può essere visualizzata per essere approssimativamente distribuito come 𝝌𝟐 - distribuzione con 5 
gradi di libertà. 
Alzando gli occhi in una tabella per questa distribuzione 

 

 
 

Cumulative probability Chi square 
0,99 15,09 
0,98 13,39 
0,97 12,37 
0,96 11,64 
0,95 11,07 
0,94 10,60 
0,93 10,19 
0,92 9,84 

Table 1 
 

si vede che il 95% di tale distribuzione non dovrebbe superare 11,07. 
  
Così il risultato 108 ottenuto dalla simulazione è OK (ricordare che una divisione per 10 deve essere 
effettuata in modo è 10,8 ≈ 11) che deve essere confrontato con 11,07. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Nella successiva Figg. 11-12 I confrontare i dati simulati con χ 2 - distribuzione. Il foglio di calcolo per 
simulare i dati per questo è ottenuto da quello in Fig. 5 dividendo le formule nella colonna BV con 10 
quindi non mi ripeto schermate del foglio elettronico. 
 

 
 

Fig.  11 
 
 

 
 

Fig.  12 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Verifica l'indipendenza delle due categorie 

Esaminiamo una situazione più complicata con gli stessi mezzi. 
 
Supponiamo di avere un paese con quattro partiti politici P, Q, R e S. Da ultime elezioni si sa 
che hanno 40, 30, 20 e 10% dei voti. Si vuole verificare se i redditi delle persone influenza la 
parte che danno il loro voto o meno. Così si qualifica reddito popoli in tre categorie IC1, IC2 e 
IC3. I test standard sono stati sviluppati per questa situazione - si veda [4]. Qui il problema è 
avvicinato simulando un sacco di serie di interviste per avere un'idea di come il χ 2 - statistica 
del test è distribuito. Potete trovare le immagini finali in Figg. 23-24. 
Se avete intervistato 600 elettori è possibile ordinare il risultato in una tabella di seguito riportata 

 P Q R S 
IC1 110 96 53 23 
IC2 70 60 41 22 
IC3 42 41 18 24 

Table 1 
 

Questa situazione è simile la situazione in Fig. 3 dove si deve decidere da un insieme di dati qualcosa è il 
caso. Nella situazione con i 60 dadi era come se una distribuzione prevista è accettabile come modello, 
nella situazione con gli elettori se i due criteri può essere considerato indipendente o meno. 
 
L'idea è ora simile alla simulazione dei rotoli 20.000 con 60 dadi per avere un'idea di come tabelle può 
uscire se i criteri sono davvero indipendenti. Il compito è quello di creare un sacco di simulazioni di 
tabelle come quello sopra in un modo che garantisce l'indipendenza dei due criteri. Questo possiamo 
assicurare mediante formule. 
 
Il lavoro è un po 'più complicata rispetto alla situazione dei dadi da gestire, ma comunque può essere 
fatto, come è mostrato nelle seguenti schermate da Excel. Dimostrazioni video dei passaggi effettivi 
saranno caricati homepage del progetto. 
 
 
Il primo passo è quello di creare un foglio elettronico che riprende dove mettere ogni una nuova 
osservazione alla volta. 
 

 
 

Fig.  13 Placing one voter in the scheme with independence between criterias. 
 
 

 
 

Fig.  14 Formulas for Fig. 13 
 
 
Ora dobbiamo permettere di fare un sacco di "interviste" e riassumere i risultati. Qui la stessa tecnica 
utilizzata in Math2Earth (vedi [6]) viene utilizzato in modo fare riferimento a quello prima di studiare le 
schermate successive. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Fig.  15 Accumulating "voters" simulated in Fig 13. 

 

 
 

Fig.  16 Formulas for Fig. 15. 
 
 
Ma io voglio simulare un sacco di serie di interviste e da ogni tabella qui sopra usa più righe non è una 
semplice questione di copia verso il basso. Per fare questo ho riorganizzare le tabelle dalle Figg. 13 e 15 
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Fig.  17 Simulation a lot of independent data tables each organized in it's own row - part 1. 
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 

Fig.  18 Simulation a lot of independent data tables each organized in it's own row - part 2. 
 
 

 
 

Fig.  19 Simulation a lot of independent data tables each organized in it's own row - part 3. 
 
 

 
 

Fig.  20 Formulas for Figs. 17-19. Part 1. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 

Fig.  21 Formulas for Figs. 17-19. Part 2. 
 
 

 
 

Fig.  22 Formulas for Figs. 17-19. Part 3. 
 

 
 

Fig.  23 Histogram for 2000 simulated interviews of 600 people compared to density for χ2 - 
distribution with (3-1)(4-1) = 6 degrees of freedom. The data ara produced in column BN in Fig. 16. 
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Fig.  24 Cumulated relative frequencies from Fig. 23 compared to χ2 - distribution with 6 degrees of 
freedom. 

   

This project has been funded with support from the European Commission in its Lifelong Learning Programme 
(510028-LLP-1-2010-1-IT-COMENIUS-CMP). This publication reflects the views only of the authors, and the 
Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein. 
 

Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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