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Úvod 
 
Jedného dňa sme hodili šesťdesiatimi hracími kockami. 

 

Obr. 1 Fotografia 60 hracích kociek  

Po usporiadaní kociek tak, aby sa dala ľahko určiť početnosť možných výsledkov sme získali toto 

 

Obr. 2 Jeden spôsob reprezentovania početností výsledkov u 60 kociek 

 

Obr. 3 Stĺpcový graf výsledkov z obr. 2 
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Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Pomocou tabuľkového kalkulátora sme simulovali hod so 6000 kockami a získali sme tento výsledok 

 

Obr. 4 Stĺpcový graf výsledkov počítačovej simulácie hodu so 60 kockami 

Ako vidieť, početnosti z druhého experimentu sú v omnoho väčšej zhode s očakávanými 

početnosťami, pretože počet kociek je omnoho väčší. To je v súlade so zákonom veľkých čísel, ako je 

to opísané v [1]. 

Čo však, ak sa musíme na základe obr. 1 rozhodnúť, či rozdiel medzi aktuálnym a očakávaným 

výsledkom nie je príliš veľký? Nakoľko situácia na obrázkoch sa môže značne rôzniť, je ťažké 

zobraziť tieto rozdiely pomocou jednoduchého obrázku. Preto ľudia vyvinuli spôsob ako 

reprezentovať tieto rozdiely pomocou čísel. 

 

„Domáca“ kontrolná metóda 
 
Človeka by najskôr asi napadlo, že niekto, inšpirovaný napr. metódou najmenších štvorcov (nie príliš 

zložité vysvetlenie pozri v [2]) použije nasledovnú sumáciu 
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Na jednej strane, ak je výsledok nula, potom všetkých 6 početností je rovných 10, čo je príliš dobrý 

výsledok na to, aby to bola pravda (snáď manipulácia s údajmi?), na druhej strane, ak je výsledok 

príliš veľké číslo, potom rozdiely medzi aktuálnou a očakávanou početnosťou sú príliš veľké; takže 

buď máme veľmi ojedinelý výsledok alebo niečo s očakávanými početnosťami nie je v poriadku. Je 

možné, že kocky boli upravené tak, aby niektoré číslo padalo častejšie.  

Odhadnúť výsledok nie je jednoduché. Pre lepšie pochopenie môžeme použiť Excel na simulovanie 

veľkého počtu hodov 60 kockami, urobiť štatistické vyhodnotenie výsledkov rovnice (1) a znázorniť 

ich na obrázku. 

Predovšetkým: Ako nasimulovať túto situáciu?. Ako dokážeme vytvoriť tieto dáta v Exceli? Tabuľka 

je na obr. 5 (výsledné hodnoty) a na obr. 6-8 (vzorce). 

 Stĺpec A obsahuje číslo hodu so 60 kockami. 

 Stĺpce B:BI (väčšina je skrytá) obsahuje výsledok hodu každej jednej kocky. V riadku 2 sú 

uvedené čísla jednotlivých kociek.  

 Stĺpce BJ:BO obsahujú početnosti jednotlivých možných čísiel (možnosti sú v riadku 2). 

 V stĺpcoch BP:BU sú počítané kvadratické odchýlky. 

 V stĺpci BV sú sumy kvadratických odchýlok. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Obr. 5 Tabuľka pre simuláciu veľkého počtu hodov so 60 kockami 

Uvedomme si, že ako náhle máme v jednom riadku zadané potrebné vzorce, potom zväčšiť počet 

simulovaných hodov je len otázkou kopírovania tohto riadku nadol. V danom prípade sme vzorce 

kopírovali nadol, až kým sme nedostali 20000 hodov.  

Keby sme chceli vzorce skopírovať do všetkých riadkov, veľmi skoro narazíme na problém nedostatku 

pamäti. Preto, ak niekto chce získať skutočne veľký počet hodov, musí použiť pokročilejšie 

programovacie techniky. Jedným z cieľov tejto aplikácie je aj to, že chceme zistiť, ako ďaleko sa 

môžeme dostať s použitím len elementárnych zručností z Excelu.  

Na nasledujúcich troch obrázkoch sú ukázané vzorce použité na obr. 5. 

Nebudeme zachádzať do detailov, pretože dôkladné štúdium vzorcov a vzťahov medzi nimi a odkazmi 

v bunkách je asi najlepší spôsob ako danú problematiku pochopiť. V prípade, že znaky vo vzorcoch sú 

príliš malé, treba obrázok zväčšiť.  

 

Obr. 6 Vzorce pre obr. 5 – časť 1 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Obr. 7 Vzorce pre obr. 5 – časť 2 

 

Obr. 8 Vzorce pre obr. 5 – časť 3 

Údaje, ktorými sa budeme zaoberať je 20000 súčtov kvadratických odchýlok v stĺpci BV. Pomocou 

tradičných štatistických metód (a Excelu) nakreslíme stĺpcový graf ich relatívnych početností v rámci 

intervalov šírky 10, a tiež čiarový graf ich kumulovaných relatívnych početností v rámci týchto 

intervalov. Výsledok je na obr. 9 a 10.  
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Obr. 9 

 

Obr. 10 

Môžeme vidieť, že asi 95 % týchto súčtov je menších ako 110 (v skutočnosti 108, ako bolo zistené 

metódou pokus a omyl v tabuľke). Takže len v 5 % prípadov môžeme očakávať súčet väčší než 108.  

Ako je to konkrétne s kockami na obr. 1 a 2? Výpočtom sa ľahko presvedčíme, že súčet kvadratických 

odchýlok je 30, čo je veľmi typický výsledok, ako ukazuje obr. 9. 

Všimnime si, že jediná štatistická metóda použitá v predchádzajúcej časti je triedenie do skupín 

a vytváranie stĺpcových grafov relatívnych početností a čiarových grafov kumulatívnych relatívnych 

početností v kombinácii s "hrubou silou", ako je vyprodukovanie 20000 simulovaných hodov 60 

kockami a ich spravovanie. To je skôr otázkou výdrže a trpezlivosti než dômyselnej matematickej 

teórie.  

 

Štandardná Chí-kvadrát štatistika 
 
Problémy tohto typu boli študované dávno pred vynájdením počítačov, kedy boli vypracované 

i príslušné teórie. Zvyčajne sú riešené takzvaným Chí-kvadrát testom (pozri [3]). 

Ak počítame súčet (delíme s 10 kvôli normalizácii) 

 



6

1

2

10

10

k

kpočetnosť
, 

 

dá sa dokázať, že má Chí-kvadrát rozdelenie s 5 stupňami voľnosti.  

Po vyhľadaní v tabuľke tohto rozdelenia 

 

Tabuľka 1 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



môžeme vidieť, že 95 % z tohto rozdelenia by nemalo presiahnuť 11,07.  

Výsledok získaný našou simuláciou je 108. Musíme ho vydeliť s 10, čo dáva 118,10  . To je hodnota, 

ktorá je porovnateľná s 11,07. Takže náš výsledok 108 je v poriadku. 

Na obr. 11 a 12 sú porovnané simulované dáta s Chí-kvadrát rozdelením. Hárok je rovnaký ako na 

obr. 5 s tým, že vzorce v stĺpci BV boli vydelené a 10. Obrázky preto uvádzame.  

 

Obr. 11 

 

Obr. 12 

 

Kontrola nezávislosti kategórií 
 
Preskúmajme rovnakými prostriedkami omnoho zložitejšiu situáciu.  

Majme krajinu so štyrmi politickými stranami P, Q, R a S. Vieme, že v posledných voľbách získali 40, 

30, 20 a 10 percent hlasov. Chceme zistiť, či príjmy ľudí majú vplyv na to, ktorej strane odovzdajú 

svoj hlas. Za týmto účelom roztriedime príjmy ľudí do troch kategórií IC1, IC2 and IC3. Pre túto 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



situáciu boli vyvinuté štandardné testy (pozri [3]).  Aby sme získali predstavu o tom, aké je rozdelenie 

Chí-kvadrát testu, riešime problém simulovaním veľkého počtu pohovorov s voličmi. Výsledok je na 

obr. 23 a 24.  

V nižšie uvedenej tabuľke je usporiadaný výsledok odpovedí 600 voličov 

 

Tabuľka 1 

Táto situácia pripomína situáciu na obr. 3, kde sa na základe jednej množiny údajov musíme pre čosi 

rozhodnúť. V prípade so 60 kockami to bola otázka, či očakávané rozdelenie je akceptovateľné ako 

model, v prípad s voličmi je to otázka, či uvedené dve kritériá môžu byť považované za nezávislé 

alebo nie.  

Nápad je podobný simulovaniu 20000 hodov so 60 kockami. Úlohou je vytvoriť veľký počet simulácií 

tabuliek takých ako je uvedená vyššie, a to spôsobom, ktorý zaručí nezávislosť uvedených dvoch 

kritérií. Toto zaistíme použitím patričných vzorcov.  

Úloha je omnoho komplikovanejšia než problém s kockami. Predsa však, je riešiteľná, ako je ukázané 

na nasledujúcich obrázkoch. Videá demonštrujúce jednotlivé kroky riešenia budú umiestnené na 

domovskej stránke projektu.  

Prvým krokom je vytvoriť hárok, ktorý ukazuje, kam vložiť nové informácie, jednu za druhou.  

 

Obr. 13 Umiestnenie jedného voliča v schéme s nezávislosťou kritérií 

 

Obr. 14 Vzorce pre obr. 13 

Teraz musíme umožniť vykonať veľký počet "pohovorov" a zosumarizovať výsledky. Použijeme 

rovnakú techniku ako v Math2Earth (pozri [4]), preto, ešte pred tým ako začneme študovať 

nasledujúce obrázky, si ju treba preštudovať. 
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Obr. 15 Akumulovaní voliči simulovaní na obr. 13 

 

Obr. 16 Vzorce pre obr. 15 

Nakoľko ale potrebujeme simulovať veľké množstvo pohovorov, a každá vyššie uvedená tabuľka 

obsahuje viacero riadkov, vytvorenie simulácií nie je len otázkou kopírovania nadol. Musíme prerobiť 

tabuľky na obr. 13 a 15 tak, aby obsahovali len jeden riadok. Toto môžeme vykonať presunutím 

buniek (nie kopírovaním!), pričom Excel automaticky upraví odkazy na bunky. Snáď najlepším 

spôsobom ako ukázať výsledný hárok je stiahnuť si ho zo stránky projektu, resp. stiahnuť si k nemu 

demonštračné video. Predpokladáme však, že čitateľ, ktorý sa dopracoval až do tohto bodu je schopný 

pochopiť logiku vzorcov uvedených nižšie, preto ich uvádzame bez ďalších komentárov. Môžu byť 

čítané a chápané ako istý druh poézie so vzájomnými logickými väzbami.  

 

Obr. 17 Simulácia množstva nezávislých dátových tabuliek, každá organizovaná  

v jednom rade – časť 1 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Obr. 18 Simulácia množstva nezávislých dátových tabuliek, každá organizovaná  

v jednom rade – časť 2 

 

Obr. 19 Simulácia množstva nezávislých dátových tabuliek, každá organizovaná  

v jednom rade – časť 3 

 

Obr. 20 Vzorce pre obr. 17 – 19, časť 1 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Obr. 21 Vzorce pre obr. 17 – 19, časť 2 

 

Obr. 22 Vzorce pre obr. 17 – 19, časť 3 

 

Obr. 23 Stĺpcový graf  2000 simulovaných interview so 600 ľuďmi porovnaný s hustotou pre Chí-

kvadrát rozdelenie s  (3-1)(4-1) = 6 stupňami voľnosti. Údaje sú zo stĺpca BN na obr. 16 

 

Obr. 24 Kumulované relatívne početnosti z obr. 23 porovnané s Chí-kvadrát rozdelením  

so 6 stupňami voľnosti 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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