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Introduktion 

En dag kastede jeg 60 terninger 

 

Fig.  1 Billede af de 60 terninger på mit skrivebord 

 

For at danne mig et billede af hyppighederne flyttede jeg rundt på terningerne som vist på figur 2: 

 

 

Fig.  2 En måde at repræsentere resultatet af kast med 60 terninger  

 

 

Fig.  3 Søjlediagram over terningerne fra Fig. 2 
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Ved hjælp af et Excel-regneark simulerede jeg derpå et kast med 6000 terninger og fik 

søjlediagrammet på figur 3:  

 

Fig.  4 Søjlediagram der repræsenterer resultatet af en computersimulering af kast med 6000 terninger 

 

Som man ser stemmer hyppighederne fra det kastet med 6000 terninger godt overens med en 

forventning om at der er ca. en sjettedel af terningerne der viser “1”, cirka en sjettedel der viser “2” 

osv. Jo flere terninger desto bedre overensstemmelse med forventningerne hvilket er helt i 

overensstemmelse med de store tals lov som beskrevet i [2]. 

Men hvad nu, hvis man ud fra situationen med kun 60 terninger skulle afgøre om afvigelsen fra det 

forventede var passende eller for stor? Her kan en brug af grafikken komme til kort, for hvordan ser 

man om variationerne er for store eller inden for normalområdet? Vi skal i det følgende se på metoder 

til at behandler den slags vurderinger. 

 

En „hjemmelavet“ metode 

Hvis man kender “mindste kvadraters metode” fra linær regression eller lignende kan man måske føle 

sig inspireret til at se på en sum som denne 

∑(                               )  

eller for at være mere præcis 

 

(1) ∑(                 ) 
 

   

 

Hvis denne sum er nul svarer det til at alle seks hyppigheder er 10 hvilket nok er for godt til at være 

sandt (der sikkert blevet manipuleret med data). Hvis summen (1) derimod er alt for stor kan det tyde 

på at hyppighederne afviger for meget fra det forventede til at vi tør tro på at terningen er ægte. 

For at få en idé om, hvad man kan forvente af summer som (1) kan man simulere en masse kast med 

60 ægte terninger med tilhørende beregninger af summen (1). Så kan man prøve at få et overblik over 

fordeling af disse summer ved hjælp af metoder fra den deskriptive statistik.  
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Nedenfor på figur 5 ses et udsnit af et regneark hvor en sådan simulering er foretaget. Figurerne 6-8 

viser formlerne. Nedenstående punkter forklarer princippet bag opbygningen af regnearket: 

 

 

 Kolonne A viser numrene på kastene med de 60 terninger 

 Kolonnerne B:BI (af pladshensyn er en del kolonner skjult i visningen) viser resultaterne for 

de enkelte terninger. Række 2 viser nummeret på hver af de 60 terninger. 

 Kolonnerne BJ:BO viser hyppighederne for de 6 mulige øjental. Mulighederne ses i række 2. 

 Kolonnerne BP:BU beregner de kvadrerede afvigelser mellem hyppighederne og de 

forventede 10. 

 Kolonne BV viser summerne af de kvadrerede afvigelser – altså summerne svarende til (1) 

 

 

Fig.  5 Regneark med simulering af en masse kast med 60 terninger. 

Læg mærke til at så snart man har indtastet formlerne i række 3 så kan resten af regnearket opbygges 

ved at kopiere række 3 nedad. I det konkrete tilfælde har jeg kopieret nedad så jeg får simuleret 20000 

kast med 60 terninger hvilket må formodes at give et rimeligt indtryk af hvorledes summerne fordeler 

sig. 

Der er 2
20

 rækker at gøre godt med i min version af Excel og min computers arbejdshukommelse 

slipper op længe før jeg har udnyttet alle disse rækker. Så hvis man vil simulere millioner af kast må 

man ty til andre programmer end Excel, men lad os nu se hvor langt vi kan komme med Excel. Mon 

ikke det er tilstrækkeligt til at vi kan fatte pointen? 

På de næste tre figurer ses formlerne bag figur 5.  

Jeg gå ikke yderligere i detaljer med formlerne. Nærlæsning af formlerne skulle gerne være 

tilstrækkeligt til at den interesserede læser opdager tankegangen bag opbygningen. Forstør billedet 

hvis du har svært ved at se hvad der står. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Fig.  6 Formler til Fig. 5 – første del. 

 

Fig.  7 Formler til Fig. 5 – anden del. (Forstør for at se detaljer) 

 

 

Fig.  8 Formler til Fig. 5 – tredje del. (Forstør for at se detaljer) 

 

De 20000 summer af kvadrerede afvigelser der står i kolonne BV (se figur 5) udgør nu det 

datamateriale jeg vil have et overblik over. Derfor tegner jeg ved hjælp af Excel histogram og 

sumkurve over dette observationssæt. Se figurerne 9 og 10. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Fig.  9 Histogram over 20000 summer af kvadratiske afvigelser. 

 

Fig.  10 Sumkurve over 20000 summer af kvadratiske afvigelser. 

 

Man kan se at cirka 95% af summerne er mindre end 110 (108 helt præcis hvilket ses ved at prøve sig 

frem i regnearket). Så kun i 5% af alle tilfælde vil vi forvente summer over 108. 

Hvad med terningerne i Fig. 1? For det kast kan man beregne summe (1) til af være 30. Det er 

øjensynlig en meget typisk værdi for den slags summer så der er vist ikke noget alarmerende ved det 

kast. Så de terninger er formodentlig i orden. Med mindre man har mistanke om at der alligevel er 

noget lusk ved fordelingen mellem 1-ere og 6-ere. F.eks. kunne man vælge at gå nærmere ind på at se 

på 6-erne separat, men det vil jeg ikke komme ind på i nærværende fremstilling. 

Bemærk at i det foregående er stort set kun brugt metoder fra den deskriptive statistik – nærmere 

betegnet histogram og sumkurve – kombineret med ”rå regnekraft”. Man skal selvfølgelig være 

omhyggelig når regnearket bygges op, men der er mere et spørgsmål om udholdenhed end om brug af 

sofistikerede matematiske metoder. Det er netop en af pointerne ved denne fremstilling.  
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Standardiseret  2  -  test 

Problemstillinger af ovenstående slags har været undersøgt længe for computere var opfundet. Der er 

udviklet metoder som ikke kræver så meget regnekraft. Til gengæld er matematikken bagved noget 

mere krævende. Det drejer sig bl.a. om de såkaldte 
2
 - test. Se [4] og [5]. Her vil jeg justere 

ovenstående så det kommer i overensstemmelse med standardmetoderne. 

Det har vist sig at det letter den bagved liggende matematik at man ser på følgende sum 

∑
(                               ) 

                
 

 så man i stedet for summen (1) ovenfor skal beregne summen 

(1.2) ∑
(                 ) 

  

 

   

  

Man kan vise at den tilnærmelsesvis er 
2
 – fordelt med 5 frihedsgrader. Tabelopslag giver følgende: 

Brøkdel Invers 
2
 – fordeling 

0,99 15,09 

0,98 13,39 

0,97 12,37 

0,96 11,64 

0,95 11,07 

0,94 10,60 

0,93 10,19 

0,92 9,84 

Tabel 1 

Man ser at  95 % af sådanne summer skal ligge under 11,07. 

Det stemmer fint med de 108 vi fik tidligere ved simulering, for divideres 108 med 10 får vi netop 

10,8  11 11,07. 

På figurerne 11 og 12 sammenlignes simulerede data med 
2
 – fordelingen. Regnearket der er brugt 

ligner det der tidligere er brugt bortset fra at der i kolonne BV er divideret med 10, så der henvises til 

figurerne 5-8 men henblik på detaljerne. 

 

 

 Fig.  11 Histogram over 20000 kvadratiske afvigelser divideret med 10 sammenlignet med 

sandsynlighedstætheden for  
2
 – fordelingen med 5 frihedsgrader. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

 

Fig.  12 Sumkurve for 20000 kvadratiske afvigelser divideret med 10 sammenlignet med 

fordelingsfunktionen for 
2
 – fordelingen med 5 frihedsgrader. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Test af uafhængighed af to kategorier 

Vi skal nu se på et lidt mere kompliceret eksempel. 

Forestil dig et land med fire politiske partier P, Q, R og S. Ved sidste valg fik de 40, 30, 20 og 10 % af 

stemmerne. Vi vil undersøge om folks indkomst har indflydelse på hvilket parti de stemmer på. Vi 

deler befolkningen op i tre indkomstkategorier I1, I2 og I3. Der er udviklet standardtest til at tjekke en 

sådan situation – se f.eks. [4]. Her behandles problemstillingen ved simulering i regneark.  

 

Et analyseinstitut sender konsulenter ud for at interviewe 600 tilfældigt udvalgte stemmeberettigede 

borgere og resultatet samles i Tabel 1: 

  P Q R S 

I1 110 96 53 23 

I2 70 60 41 22 

I3 42 41 18 24 
 Tabel 1 

Hvordan kan vi nu ud fra disse data afgøre om indkomsterne har indflydelse på stemmeprocenterne? 

Vi griber det an ved at skaffe os en ide om, hvordan data typisk vil fordele sig, hvis indkomsterne 

ingen indflydelse har på procenterne.  

Det gør vi ved at simulere 2000 interviewundersøgelser af 600 personer hvor vi har sikret os at det 

drejer sig om uafhængige kategorier. 

Først laver jeg et regneark der simulerer indplaceringen af en tilfældigt udvalgt vælger.  

I eksemplet antager jeg at fordelingen mellem kategorierne P, Q, R og S er 40%, 30%, 20% og 10% 

medens fordelingen mellem kategorierne IC1, IC2 og IC3 er 50%, 30% og 20%.  

Jeg bruger to af hinanden uafhængige SLUMPMELLEM(1;100) i cellerne C2 og B3. Det tilfældige tal 

i C2 bruges til at placere ”vælgeren” i en tilfældig af kategorierne P, Q, R og S i overensstemmelse 

med procenterne for disse kategorier. Der skrives ”1” i den relevante af cellerne D3:G3 og ”0” i de tre 

andre. Uafhængigt af dette placeres ”vælgeren” i en af kategorierne IC1, IC2 og IC3 ud fra det 

tilfældige tal i B3 og resultatet markeres med ”1” i den relevante celle blandt C4:C6. 

Se detaljerne i Figur 13 og 14. 

 

Fig.  13 Placering af en vælger i skemaet ud fra uafhængighed mellem kategorierne. 

 

 

Fig.  14 Formler til Fig. 13 
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Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Næste skridt er at justere regnearket så man kan opsummerer resultaterne af de enkelte interviews i 

tabellen. Her bruges samme teknik som i afsnittet "Kast med 5 terninger" i [2] så læs lige dette afsnit 

igen.  

 

 

Fig.  15 Opsamling af de enkelte "interviws". Her er vi nået til person nr. 336 (celle A11) 

 

 

Fig.  16 Formler til den del af Fig. 15 der ikke er med i Fig. 13 og 14. 

Hvert interview simuleres med tryk på F9. Der skal således 600 tryk for at fremstille en tabel svarende 

til Tabel 1. Hvis jeg vil have en ide om hvordan tabeller som denne typisk vil se ud må jeg så 

gennemføre 600 "interview" mange gange – flere tusinde hvis jeg vil have glæde af de store tals love 

så jeg kan få solide statistikker. Det holder jo ikke en meter, så jeg må justere mit regneark for at 

kunne simulere et stort antal interviewserier á 600 interviews i ét hug. 

For at kunne lave det vælger jeg at bryde beregningerne i regnearket i Fig. 15 op og placere formlerne 

til hver tabel på en lang række, så jeg kan kopiere nedad og få simuleret en masse tabeller i en fart. 

Det sker ved at jeg klipper (ikke kopierer) formlerne til Fig. 15 og indsætter dem på række. Når jeg 

vælger "klip" og "indsæt" justerer Excel selv cellehenvisningerne. Det er meget svært at forklare 

detaljerne i dette med ord. Derfor henviser jeg den interesserede – og vedholdende – læser det færdige 

regneark [3]. 

 

Fig.  17 Simulering af en masse uafhængige datatabeller, hver især organiseret på en række – del 1. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Fig.  18 Simulering af en masse uafhængige datatabeller, hver især organiseret på en række – del 2. 

 

 

Fig.  19 Simulering af en masse uafhængige datatabeller, hver især organiseret på en række – del 3. 

 

 

Fig.  20 Formler til Figurerne. 17-19 - del 1. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Fig.  21 Formler til Figurerne 17-19 - del 2. 

 

 

Fig.  22 Formler til Figurerne 17-19 - del 3. 

 

Fig.  23 Histogram over 2000 simuleringer af interviews med 600 personer sammenlignet med 

tæthedsfunktionen for 
2
 – fordelingen med (3-1)(4-1) = 6 frihedsgrader. Data til histogrammet 

fremkommer i kolonne BN på Fig. 16. 

 

Fig.  24 Summerede frekvenser fra Fig. 23 sammenlignet med 
2
 – fordelingen med 6 frihedsgrader. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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