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Um setningu Napoleons

Vladimir Georgiev
Islensk pyding, Ragnar Stefansson og Freyja Hreinsdottir

1 Setning Napoleons: sma saga

Pekkt er ad Napoéleon var Ahugamadur um staerdfraedi, medal vina hans var Italski steerdfraedingurinn
Lorenzo Mascheroni sem kynnti til ségunnar takmarkanir pess ad nota einungis hringfara (enga
réttskeid) vio gerd rumfraediteikninga. Eitt af vidfangsefnum Napoleons folst i bvi ad stadsetja
midju gefins hrings med pvi ad nota einungis hringfara. Petta verkefni (sem ekki hefur augljosa
lausn), er ekki megintilgangur umraedu okkar i pessum kafla heldur nefnum vid pad bvi svona
verkefni tengdust lausn hagnytra verkefna & endurreisnartimabilinu (1300 - 1600). Uppfinningar
og uppgotvanir endurreisnartimabilsins eru medal annars:

e Vélren klukka;

e Storskotaliosteekni, eldflaugar kynntar af verkfraedingnum William Congreve;

e Prentsmidjan, vélin var fundin upp arid 1440 af Johann Gutenberg fra Pyskalandi;
e Attaviti, fyrst notadur af kinverska ssefaranum Zheng He (1371-1435);

e Smasja, Hans Janssen proadi fyrstu samsettu sméasjana ario 1590;

e Veggfodur, fyrsta pappirsmyllan var byggd { Englandi arid 1496;

e Kafbatur, honnun kafbats var buin til af Leonardo Da Vinci. Afturamoéti var pad Cornelius
van Drebbel sem uppgotvadi kafbatinn &rio 1624;

e Eldspytan, uppgdtvun gerd arid 1680 af Robert Boyle;

e Gleraugu, Italski uppfinningamadurinn Salvino D’Amate proadi elsta form gleraugna arid
1284.

Mikilveegi pessara uppgotvana og peirrar stadreyndar ad peer gjorbreyttu lifi folks atskyrir hvers
vegna sum mikilveeg steerdfraediverkefni pessa tima tengjast hagnytum atrioum.

Annad deemi fra pessu timabili: P. Fermat (1601 - 1665) skoradi & Evangelista Torricelli (1608 -
1647), manninn sem uppgotvadi loftvogina, ad svara eftirfarandi spurningu:

e Finndu punkt i planinu pannig ad summa fjarleegda hans fr4 hornpunktum prihyrnings sé
i lagmarki.

Torricelli setti fram nokkrar lausnir 4 pessu verkefni. I einni peirra tok hann eftir pvi ad ef
jafnhlioa prihyrningar eru teiknadir 4 allar hlidar prihyrnings pa skerast umritadir hringir pessara
prihyrninga i einum punkti (ntt pekktur sem ,punktur Fermats”).

Merkilegar steerdfraedisetningar hafa verid eignadar Napoleon Bonaparte (1769 - 1821) bo tengsl
hans vid sannanirnar og lausnir verkefnanna séu dregin { efa i flestum tilteekum heimildum.
Pratt fyrir pad blomstradi steerdfraedin i Frakklandi eftir byltinguna og var { havegum ho6fo i nyja
keisaradeeminu. Laplace var innanrikisraoherra { stjorn Napoleons.

Eftirfarandi yrding (pekkt sem setning Napoleons) er natengd deemi Fermats (sja [12]), sem kynnt
var hér ad ofan.
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Adalsetning 1. (Setning Napéleons) A hverja hlid © gefnum prihyrningi er biin til jafnhlida
prihyrning. Midjur pessara jafnhlioa prihyrninga mynda hornpunkta 7 jafnhlioa prihyrnings.

Mynd 1: Setning Napodleons

Pad er svo sannarlega mjog o6veent ad l6gun prihyrningsins sem myndast er ekki had 16gun
upprunalega prihyrningsins. Aftur 4 moti virdist petta vera had 16gun vidbeettu prihyrninganna:
hann er jafnhlida pegar peir sidarnefndu eru jafnhlida.

Petta er upphafspunktur okkar. Adalmarkmio okkar er ad proa kennsluefni sem asamt notkun
GeoGebru nytist:
e i ndmskeidum fyrir verdandi og starfandi kennara

e vid kennslu

Vid héfum dhuga & ad rannsaka setningu Napoleons medal annars vegna pess ad hun er ekki mjog
vinseel medal italskra steerofreedikennara og hvorki peir né verdandi kennarar og steerofreedinemar
hafa hugmynd um tilvist hennar.

2 GeoGebra notud til ad skoda setningu Napoleons

Vid notum GeoGebru bvi bad er einfalt ad biia til mynd pannig ad heegt sé ad hreyfa punktana
A, B og C (sem eru hornpunktar i almennum prihyrningi).
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GeoGebruskrain var buin til i samvinnu vid nemandann Sara Leal Venegas medan vinna st60
yfir 1 steerofraedistofunni ,Verkefnamyndun” sem haldin var vorio 2011 { Pisa.

Sem fyrsta deemi um spurningar sem spyrja ma med pvi ad nota kvika forritio er eftirfarandi:
e M4 buast vid bvi ad hlutfall flatarméla prihyrninganna A JKL og A ABC sé fasti?

Pad ma audveldlega kanna pessa ,tilgdtu” med GeoGebru forritinu. Med pvi ad feera punktinn
A pannig ad pad stefni i ad punktarnir A, B, C' séu 4 sému linu, getur madur audveldlega séd ad
festa ma flatarmal A JK L medan flatarmal A ABC stefnir & 0. Nidurstadan er pvi ad tilgatan
sé ekki sonn.

Onnur spurning sem ma tengja vid pa ad ofan er:

e Hvernig er haegt ad finna flatarmél prihyrnings A JK L eda sem jafngild spurning, hvernig
er haegt ad finna lengd hlidar & jafnhlida prihyrningum A JKL?

Petta synideemi synir hvernig madur getur ,,hoppad” ur GeoGebru forritinu { verkefni sem er meira
ohlutbundio og parfnast hreinnar steerdfreedilegrar rokhugsunar og reikninga an upplysingataekni
til a0 leysa.

I vinnustofunni komu einnig upp eftirfarandi vidfangsefni sem tengjast setningu Napoleons:

e Getur madur skipt ut smidi jafnhlida prihyrninganna med svipadri smidi ferninga?

e Getur madur buist vio alheefingu af setningu Napoéleons med pvi ad skipta ut upphaflega
prihyrningnum fyrir 6tiltekinn ferhyrning?

Svarid vid fyrstu spurningunni fékkst mjog fljott med pvi ad nota GeoGebru, sja mynd

Med bvi ad lata punktinn B nalgast punktinn A fest ad prihyrningurinn A KLJ (sja mynd
nélgast rétthyrndan prihyrning sem er pa ekki jafnhlida.

Med bvi ad nota sama GeoGebruskjal sést ad midjur prihyrninganna ABC og JK L virdast falla
saman. Petta mé syna fram 4 me0d pvi ad nota tvinntélur sem svara til hornpunkta prihyrning-
anna, sja deemi [f] 1 Vidauka um tvinntolur og ramfreaedi.

() () () () o
j:<1:2ti>a+<1ji>b. @)

l+k+j=a+b+c

N er audvelt ad sja ad

svo pungamidjur prihyrninganna A ABC' og A LK J falla saman.

Par sem allir prihyrningarnir A BCL, A CAK og A ABJ eru rétthyrndir jafnarma prihyrningar,
b.e. armarnir tveir (og samsvarandi horn beirra) eru jofn er edlilegt ad varpa fram med eftirfarandi
strongu” spurningu:



FEE Lifelong /
M carning 0 /g’;' :
* oK 7 vi7

Programme ﬁ!’: {4

Mynd 2: Mynd ar Geogebru par sem prihyrningunum hefur verid skipt ut fyrir ferninga i
setningu Napodleons

Mynd 3: Moétdeemi fyrir alheefingu 4 setningu Napodleons

e Er haegt ad finna brja punkta A, B,C med A # B # C # A bannig a0 A, B, C eru ekki
punktar 4 sdmu linunni og pannig ad A LKG sé rétthyrndur jafnarma prihyrningur?

Nékvaema svarid (gefid til kynna af GeoGebru hermuninni hér 4 undan) er eftirfarandi.
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Hjalparsetning 1. Ef A, B,C eru prir punktar d plani p.a. A # B # C # A og peir eru ekki
punktar @ somu linu, pd er A LKG ekki rétthyrndur jafnarma prihyrningur.

Sonnun. Ef vid gerum rad fyrir ad A JK L sé rétthyrndur jafnarma prihyrningur, pa héfum vio
venslin

152 141
= l k.
U R
Med bvi ad stinga inn (1)) og i pessa jofnu faum viod
%(a —b) =0
sem leidir til motsagnar. d

Onnur spurning sem varpa mé fram er

e Er haegt ad finna prja punkta A, B,C' med A # B # C # A pb.a. A, B,C eru ekki punktar
& linu og pannig ad A LK J sé jafnhlida prihyrningur?

Heaegt er ad nota hjalparsetningu [2] og leysa eftirfarandi.

Deemi 1. Ef A, B,C eru prir mismunandi punktar sem liggja ekki d linu, pd er A LKJ er
jafnhlida ef og adeins ef A ABC' er jafnhlida.

Ahugaverdara verkefni er ad finna 6ll tilvik pegar eina forsendan um A LKJ er ad hann sé
rétthyrndur. Vid getum sett fram eftirfarandi tilgdtu sem hefur verid pr6fud med GeoGebru
hermun.

Setning 1. Ef A, B,C eru prir punktar mismunandi punktar sem liggja ekki d linu, pd er
QLJK = 90° ef og adeins ef A er d hlidinni LJ og B er d hlidinni KJ .

Sonnun. Vid tokum otiltekinn prihyrning A ABC' sem er réttseelis attadur, til deemis (sja mynd
. Vid gerum ba rad fyrir ad punktarnir L, K,J (pungamidjur ferninganna) séu bannig ad
A BCL, Ao CAK og A ABJ séu réttselis attadir. Vid getum ba beitt deemi [7] og alyktad ad
eftirfarandi jofnur gildi:
11— 141
-t
1—14 141
— g Ty
C1—i 14

b
1=y 0

Skilyrdid <LJK = 90° bydir ad (sja daemi [6)

l

b,

k

¢,

a.

A2 — i\ L Lk

14 A2 14 A2

bar sem A > 0 { tilfelli rangseelisattunar A LKJ (mynd [4)) og A < 0 { tilfelli réttseelisattunar
A LKJ (mynd . P& ma sameina 0ll venslin og fa

j=

a—1=\j—1)

svo ad A er & linunni JL. A svipadan hatt ma syna ad B er & linunni JK. O
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Mynd 4: Rétthyrndir prihyrningar me0 rangseelis dttadan A LK J

S
N

Mynd 5: Rétthyrndir prihyrningar med réttsaelis attun A LK J.
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3 Hvernig haegt er ad sanna setningu Napoéleons med tvinntolum

N getum vid lokid vid sénnuninna & setningu Napoleons. Med pvi ad skoda mynd [I] og beita
hjalparsetningu [3] sjaum vid ad

Il =wib+ woe, k =wic+ woa, h = wia+ wab, (3)
par sem
21 +1 29+ 1
w] = ,Wo = .
3 3

Pessi einfoldu vensl tryggja ad pungamidjur A ABC og A IGH falla saman, par sem
l+j+k=a+b+c

iljosi (77) og . Vid getum gert rad fyrir ad

a+b+c=0, (4)
SVO

I+j+k=0.
Vid verdum ntu ad syna ad

= z1j + 2ok. (5)

Hjalparsetning [2| (tillit tekid til attunar) tryggir ad A LK J er jafnhlida eins og tekid er fram i
setningunni. Hinsvegar, innsetning [, k, 7 ar i leidir til venslanna

—(z1w1 + zow2)a + (w1 — z1w2)b + (w2 — 2wy )c = 0. (6)
Med bvi ad bera saman bessi vensl vid sjaum vid a0 skilyroid
—(lel + ZQU]Q) = (w1 — leg) = (w2 — ZQ’LUl)

tryggir ad @ er sjalfkrafa uppfyllt. Par sem

z1+1 zo+1
wy = 1T,w2 = ZT’Zl + 20 =1,
sjaum vid a0 stadfesta parf eftirfarandi skilyroi
2 2 _ _
—zi—2z5—1=1—2z129=1— z129. (7)

Na getum vid notad @ og sjaum ad

—z%—zg—lzzg—l—zl—lzo, 1—2120=1—-1=0

SVo er augljoslega uppfyllt og setning Napoéleons er par med sénnud.
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4 Alhesefingar & setningu Napodleons
Velpekkt alhaefing & setningu Napoleons er eftirfarandi (sja [10]):
Fyrir almennan prihyrning A ABC, latum vid A;, By, Cy vera brja ytri punkta pannig ad

A ABCy ~A BCA; ~ CAB;.

P4 eru pungamiojur pessara prihyrninga hornpunktar prihyrnings sem er einslaga peim.
bad er reyndar ekki naudsynlegt a0 skoda pungamidjur. Ef vio skodum, fyrir almennan prihyrning
A ABC, brja ytri punkta Ay, By, Cy pannig ad
<AC B + <BAC + <CB1 A = 360",
P4 er A A1 B1C1 einslaga prihyrningi med hornin

<1ChAB + <B1AC, <C1BA+ <A1 BC, <A1CB + <«B1CA.

Fyrir sonnun & pessu sja ([10], pp. 178 — 181) og [4].

Onnur alheefing var sett fram af Steve Gray [4]. Pa er byrjad med almennan n-hyrning og
skodadur n-hyrningur sem faest tr pungamiojum reglulegra n-hyrninga sem binir eru til 4 hlidum
upphaflega hyrningsins. Synt er i [4] ad med bvi ad endurtaka bessa smid n — 2 sinnum faest
reglulegur n-hyrningur.

I 1josi ofangreindrar nidurst6du Gray mé spyrja sig hvort mégulegt sé ad fa reglulegan n-hyrning
i feerri skrefum en n — 27 Ef vid skodum t.d. n = 4 og notum GeoGebru faest ad almennt er petta
omogulegt. Pad er pvi edlilegt ad spyrja fyrir hvada n-hyrninga pad faist reglulegur n-hyrningur
eftir fyrsta skrefid. Vid pekkjum ekki svario vid pessu fyrir almennt n en { naesta deemi er petta
skodad fyrir n = 4.

Daemi 2. Ferningar eru bunir til @ hverri hlid ferhlidungs. Sannid ad:
(a) Midjur ferninganna eru hornpunktar i ferhlioungi med hornréttar og jafnlangar hornalinur.

(b) Ferhlioungurinn i (a) er ferningur ef og adeins ef upprunalegi ferhlidungurinn er samsioungur.

Leidbeining. Kallid ferningana M, N, P, Q. Latid a,b, c,d vera tvinntélur sem svara til horn-
punkta upprunalega ferhlidungsins. Téaknid med peim midjur ferninganna m, n, p og ¢ og syniod
bvi naest ad n — ¢ = i(m — p). Fyrir lid (b), notid ad M P L NQ, og synid ad ferhlidungurinn
MNPQ er ferningur ef og adeins ef M N || PQ. Taknid bvi neaest betta skilyrdi med a, b, ¢, d.

Me0 hliosjon af deemi 1 stingum vid upp & pvi ad lesandinn reyni a0 sanna eftirfarandi alhsefingu
& setningu Napoleons:

Daemi 3. Prir reglulegir n-hyrningar eru bunir til utan d prihyrning sem ekki er jafnhlioa. Sannio
ad midjur peirra eru hornpunktar 7 jafnhlida prihyrningi pd og pvi adeins ad n = 3.

Leidbeining. Notid ba stadreynd (sannid hana) ad tvinntolurnar a,b, ¢ eru hornpunktar jafn-
hlida prihyrnings ef og adeins ef

a’ +b% 4+ = ab+ be + ca.
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Napoleon's Theorem quadrilaterals - GeoGebra Dynamic Worksheet Page 1 of 1

Napoleon's Theorem quadrilaterals

File Edit View Options Tools Help

= Free Objects
2 A=(4.63,273)
2 B=(4.66,1.19)
# C=(3.38, 0.31)
2 D=(0.66, 1.06)

= Dependent Objects
» M=(1.81,3.88)
2 N=(185,-0.67)

i) m
a7
5, =154 A
58, =43 -
9

7 b=155 -
5 by=154 /

3 b, =155 3 f

2 =282

5 € =155 ~—_

5 ¢, =282 A i
d=4.31
5 d, =282 b

5 =431
4 e=154

e -3.97x - 1.68y = -13.68
2 1=154

l1: 0.16x + 4,55y = 7.57

J g=185
7 h=185
2 i=282
s j=282
) k=431
J1=431
O m:-0.03x + 1.58y = 2.9

m_ =458

Input: K1)

Vladimir, Created with GeoGebra

Mynd 6: GeoGebra: Ferhlidungar og setning Napoleons

5 Vidauki: Tvinntolur og rimfraedi

Eitt af pvi erfidasta fyrir fyrsta adrs nema vid héskdla er a0 sjalfsogou steerdfreedinamskeidio
(namskeidin) og ba sér i lagi skortur & pjalfun { notkun hornafalla og tvinntalna. Beiting reikninga
med tvinntélum er ekki notud 4 drangursrikan méta vio undirbtining verdandi kennara. Almennt
alit er a0 um sé ad raeda algebrulega reikningsadferd sem sé 6ljos en verdi ad virka med pvi ad
beita einungis formlegum utreikningum.

Hér fyrir nedan eru gefnar nokkrar grundvallarstadreyndir sem notadar eru i fyrri undirkéflum.

Tokum fyrst eftir pvi ad sérhvern punkt i planinu (segjum t.d. A) méa audkenna med tvinntélu
(tdknad med a). Ef a € C er margfaldad med A > 0 ba getum vid tulkad vorpunina

aeC=XhaecC
sem strikkun. Margfoldun med e = cos ¢ + isin ¢ fyrir rauntdlu ¢ er vel skilgreind vorpun
acC=e%aeC

hefur edlilegu tilkunina sem sniningur med midju { 0 um hornid .

Hvada prihyrning AABC sem er mé tengja vio vensl af gerdinni
a=z1b+ z9¢, z1+20=1, (8)

pbar sem z1, 25 € C.



FEE Lifelong 9
W | carning 0 o /@/ﬁ
Ml Programme %f’? /|

Ljost er ad stokin z1, 2o eru 6tvireed ad pvi gefnu ad B # C. Héfum
210 + z9c = Z1b + z5¢

og

Z1+2zm=21+29=1
SVO

(21 — 21)b = (22 — z2)c.

Par sem b # ¢ og 21 — 21 = Z — 2o faum vid

Z1 =21, 29 = Z2.

Vid hofum eftirfarandi
Hjalparsetning 2. AABC er jafnhlida ef og adeins ef er uppfyllt med

1. .V3

Zl:iii77Z2:7l.

Sénnun. Vid getum gert rad fyrir ad tvinntalan

b+ c
m =
2

sem svarar til midpunkts linustriksins BC sé 0. Pa er

a = +itan(r/3)b = +iv/3b,

par sem f4 ma A ut med sniningi um /2 (b.e. med margfoldun med +i) og strikkun (p.e.

margfoldun) um tan(r/3) = /3.

Athugasemd 1. Télurnar z1, 22 eru retur jofnunnar 23 =1 og ennfremur pd er

2 2
z1+ze=1,2120=1,2] = —29,25 = —21.

Athugasemd 2. Venslin 7 eru gagnleg og md audveldlega yfirfera yfir d almennari adstedur

og mogulegar breytingar d klassisku setningu Napdleons.

Daemi 4. Finnid naudsynlegt og negjanlegt skilyroi (lyst sem skilyroum d z1,z2 © ) bess ad

prihyrningurinn AABC' sé rétthyrndur (med LA = 7/2).

Abending. Prihyrningurinn AABC er rétthyrndur ef og adeins ef
c—a=(b—a)i\
fyrir einhverja rauntélu A £ 0. Med pvi ad nota bessi vensl og feest
(21 —iXz1 +iA)(c—=b) =0

og bessi vensl gefa til kynna
21 — 1Az +iA = 0.

Svar.

A2 — i\ . 144X
—_— . 29 = — 1 =

1+ a2 72 P71

1 =

fyrir rauntélu A # 0.
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Dzemi 5. Finnid naudsynlegt og negjanlegt skilyrdi (lyst sem skilyrdi d zi,z2 7 (8)) pess ad
ANABC sé rétthyrndur jafnarma prihyrningur (med LA = w/2).

Svar. Takid A = £1 { deemi [4] og faid

152
2

z1 = %2 = Z1.

Neesta skref okkar er ad finna pungamidju prihyrningsins dr hjalparsetningu

Hjalparsetning 3. Ef AABC er jafnhlida og er uppfyllt med

1, V3

2= 5:&17,22 =1,
bd er pungamidja hans gefin med

a+b+c

= w1b + wac,
3 1 2

hpar sem

21 +1 22 +1
w

3 , W2 = .

wy = 3

Takid eftir ad [0 hefur { for med sér ad

w1 +wy = 1.

Vid ljukum pessum kafla med pvi ad gefa nakvaemnari lysingu & vali punktanna L, K, J & mynd
. Attun hringsins i planinu er réttsalis eda rangseelis. A sama hatt gildir ad sérhver prennd af
punktum eda sérhver prihyrningur hefur réttseela eda rangseela attun. A mynd (1| hefur prihyrn-
ingurinn A ABC réttseelis attun. Mikilveegt er ad prihyrningarnir A ABJ, A BCL og A CAK
hafa sému attun.

Vid hofum eftirfarandi breytingar & hjalparsetningu [2, par sem &ttunin er tekin til greina.

Hjalparsetning 4. AABC' er jafnhlida og rangscelis dttadur ef og adeins ef er uppfyllt med
1 V3

21 ==—1—,29 = 2].
2 2

A sama hatt verda deemi |4 og [5] ad

Daemi 6. Naudsynlegt og neegjanlegt skilyrdi pess ad prihyrningurinn NAABC' sé rétthyrndur
(med LA =7/2) og med rangselisdittun er

a = z1b+ zc,
bar sem

A2 — i\ . 144X
—_— . 29 = — 21 =
1+x2°7 L PPy

z1 =

fyrir rauntolu X > 0.
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Athugasemd 3. Skilyrdid
A% — i L LA
14 A2 1+a2°

md endurrita d forminu
T4dip,  p?—ip
a =
1+ p? 1+ p?

Cc

eftir innsetninguna
1
n= —X-
Deaemi 7. Naudsynlegt og negjanlegt skilyrdi pess ad NABC sé rétthyrndur jafnarma prihyrn-
ingur (med LA =7/2) og med rangscelisdttun er
1 141

— Y
a=—5 0t

C.

Heimildir
[1] H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometry, John Wiley & Sons, NY, 1961.

[2] J. Douglas, On Linear Polygon Transformation, Bull Amer Math Soc, 46 (1940), bls. 551 —
560

[3] R.H. Eddy and R. Fritsch, The Conics of Ludwig Kiepert: A Comprehensive Lesson in the
Geometry of the Triangle., Math. Mag. 67, (1994), bls. 188 — 205.

[4] S. B. Gray, Generalizing the Petr-Douglas-Neumann Theorem on N-Gons, The American
Mathematical Monthly, 110(3) (2003), p. 210 — 227.

[5] B. Grunbaum, Metamorphosis of Polygons, in The Lighter Side of Mathematics, R.K.Guy
and R.E.Woodrow (eds), MAA, 1994.

[6] B. H. Neumann, A Remark on Polygons, J London Math Soc, 17 (1942), bls. 165 — 166.

[7] T. Pappas, Napoleon’s Theorem, The Joy of Mathematics. San Carlos, CA: Wide World
Publ./Tetra, 1989.

[8] G. Polya, Mathematical Discovery, John Wiley & Sons, NY, 1981.

[9] F. Schmidt, 200 Jahre franzosische Revolution—Problem und Satz von Napoleon, Didaktik
der Mathematik 19, (199) bls. 15 — 29.

[10] D. Wells, You Are a Mathematician, John Wiley & Sons, NY, 1981.

[11] J.E. Wentzel, Converses of Napoleon’s Theorem, Amer. Math. Monthly 99 (1992) bls. 339
- 351.

[12] http://www.cut-the-knot.org/Generalization/fermat_point.shtml


http://www.cut-the-knot.org/Generalization/fermat_point.shtml

	Setning Napóleons: smá saga
	GeoGebra notuð til að skoða setningu Napóleons
	Hvernig hægt er að sanna setningu Napóleons með tvinntölum
	Alhæfingar á setningu Napóleons
	Viðauki: Tvinntölur og rúmfræði

