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Hreyfifraedi biljards

Vladimir Georgiev, Irena Georgieva, Veneta Nedyalkova
Islensk pyding, Ragnar Stefansson

1 Stuttur inngangur

Hreyfifraedi biljards er hreyfikerfi sem samsvarar tregduhreyfingu punktmassa innan sveedis sem
hefur jadar sem er pjall & koflum med fjadrandi endurvarp. Biljardur kemur fyrir sem néttirlegt
likan fyrir morg deemi i 1josfraedi, hljoofraedi og klassiskri hreyfifreedi. Mest aberandi likanid i
safnedlisfraedi, Boltzmann gas af fjadrandi drekstrum hardra kialna i kassa ma audveldlega einfalda
nidur { biljard.

Hreyfikerfi biljards er myndad af frjalsri hreyfingu massapunkts (sem kallast biljardskula) sem
verdur fyrir fjadrandi endurvarpi &4 jadrinum. Petta pydur ad punkturinn ferdast eftir gagnvegi
med fastan (eininga-) hrada pangad til hann rekst 4 jadarinn. Vid nuningslausan jadarpunkt
endurkastast biljardskilan pannig a0 snertipattur hrada pess helst 6breyttur, medan pverpattur
pess skiptir um formerki. I tveimur viddum er pessum érekstri lyst med vel pekktu 16gmali ar
ljosgeislafraedi: innfallshornid er jafnt utfallshorninu. Pvi hefur biljardsfreedin og ljdsgeislafraedin
marga eiginleika sameiginlega.

Eitt af Ahugaverdu biljardsbordunum med sporbaugsléogun er synt 4 mynd

Mynd 1: Sporlaga bord

Einfaldasta biljardsbordid er hringlaga bord. Lat x = (O, r) vera hring med midju O og radius
r > 0 (sj& mynd . Ef Sy er punktur & hringnum s 4 mynd [2| og upphafspunktur geislans
hefur S7 sem sinn naesta skurdpunkt, pa er pad i pessum punkti 57 sem vid faum speglun vid
innfallshornio «; jafnt utfallshorninu g;. Eftir speglunina heldur geislinn leid sinni 4fram og vid
faum neesta skurdpunkt geislans, Ss, par sem Onnur speglun & sér stad og vio faum

ag = [
Hver ferill er skilgreindur af upphafspunktinum Sy og speglunarpunktunum
51,52,

& jaOrinum (i pessu tilfelli hringinn ).

Tokum fyrst eftir ad speglunarpunktarnir Sy, So, - -+ gefa okkur ad

ap=p=ay=02="---,
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Mynd 2: Hringlaga biljardsbord

b.e. hver ferill myndar fast horn vid jadarinn (i pessu tilfelli hringinn «).

Sami ferill myndar einnig snertla vid sammidja hring og til ad skyra nanar pessa stadreynd notum

vid GeoGebru vinnublad.
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Mynd 3: GeoGebruvinnublad fyrir hringinn
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[ bessu forriti er notadur nyr méguleiki 4 pvi ad sameina Java og GeoGebru (sja vidauka).

Vid sjaum ad hver ferill helst snertill vid sammidja hringinn.
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Mynd 4: GeoGebruvinnublad fyrir hring

Mynd 5: Biljardsbord

Ef Sy er punktur a4 sporbaugnum 4 mynd [5] og S er neesti skurdpunktur, pa hofum vid { peim
punkti speglun par sem innfallshornid « er jafnt utfallshorninu 5. Eftir speglunina heldur geislinn
afram og vio faum neesta skurdpunkt So geislans par sem énnur speglun tekur vid.

Adur en vid holdum afram kynnum vid nytt hugtak.

Skilgreining 1. Brennifiotur biljards er boglina pannig ad ef ferilstefnan er snertill hennar pd
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verdur hiun aftur snertill hennar eftir hverja speglun.

Hringlaga biljardur hefur pvi fjélskyldu af brenniflétum sem samanstendur af sammidja hringjum.

Neesta tilfelli sem vid skodum er keilusnid. Rifjum upp ad sporbaugur er mengi peirra punkta
sem hafa fasta samanlag0a fjarlaegd fra tveimur féstum punktum, en peir punktar kallast brenni-
punktar sporbaugsins. Btia ma til sporbaug med pvi ad nota sneerispotta og binda enda bess
vid brennipunktana. (Pessa adferd nota til deemis trésmidir og gardyrkjufolk vid raunverulegar
adsteedur). Breidbogi er skilgreindur & svipadan hatt nema ad summu fjarleegdanna er skipt ut
fyrir algildid 4 mismun peirra og fleygbogi er mengi peirra punkta sem eru i jafnri fjarleegd fra
gefnum punkti (brennipunkti) og gefinni linu (styrilinu). Sporbaugar, breidbogar og fleyghogar
hafa allir annars stigs jofnur { Kartesarhnitum.

2 Nokkrir einfaldir eiginleikar

Fyrsta nidurstadan er eftirfarandi ljosfraedilegur eiginleiki sporbauga.

Hjalparsetning 1. Ljosgeisli sem d uppruna ¢ 60rum brennipunktinum kemur aftur ad hinum
brennipunktinum eftir speglun d sporbaugnum. Med 6drum ordum, linustrikin sem tengja punkt
d sporbaugnum vid brennipunktana mynda jafnstor horn vid sporbauginn.

Sonnun. Thugid utgildisverkefnid: fyrir gefna linu £ og tvo punkta Fy og Fb 6dru megin vid hana,
finnid punkt X & ¢ b.a. fjarlegdin |F1 X | + | X Fy| sé i lagmarki.
Lausn: Speglid F} um linuna og tengid vid F» med linustriki.

Mynd 6: Grunneiginleikar sporbaugs

Skurdpunkturinn vid ¢ er X. Pad leidir af pvi ad hornin myndud af F1.X og F»X vid £ eru
jafnstor. A hinn boginn mé finna X 4 eftirfarandi hatt: Takid fjolskyldu af sporbaugum med fasta
brennipunkta F} og F5. P4 er X punkturinn par sem sporbaugurinn tr pessari fjolskyldu snertir
? i fyrsta skipti. Par af leidandi er X snertipunktur sporbaugsins sem hefur brennipunktana F}
og F» og linunnar /. O



FEE Lifelong 9
W | carning 0 o /@/ﬁ
Ml Programme %f’? /|

Eins sannar madur ljésfreedilega eiginleika breidboga og fleygboga. Pessir eiginleikar eru mjog
mikid notadir { smioi hinna ymsa taekja par sem ljoés kemur vid ségu.

Daemi 1. Ef ljosgjafi er settur d brennipunkt fleygbogaspegils pa mynda spegludu geislarnir sam-
sida geisla (eiginleikinn notadur ¢ honnun okuljésa)

Sporbaugum og breidbogum med sému brennipunkta mé (i videigandi Kartesarhnitum (z,y))
lysa med jéfnunni:

2 2

L Yy

=1 1

PN IS )

med 0 < a < b. Hér er \ breytilegur stiki; fyrir —b?> < A < —a? er ferillinn breidbogi og fyrir

—a? < X er hann sporbaugur.

Setning 1. Sporbaugslaga biljardsbord hefur fjélskyldu af bremnifiétum sem samanstendur af
sporbaugum og breidbogum med somu brennipunkta. Ndnar tiltekio, ef strik d biljardsferlinum
sker ekki striki0 sem tengir saman brennipunktana Fy og Fs, pd sker ekkert strik ferilsins Iy Fy
og 6ll strikin eru snertlar sama sporbaugsins med brennipunkta Fy og Fy; ef strik ferilsins sker
'V Fy, pd skera 6l strik pess ferils Iy Fy og eru pau 6l snertlar sama breidboga med brennipunkta
Fy og Fs.

Sonnun. Lat AgA1 og A1 As vera samliggjandi strik ferilsins. Gerum rad fyrir ad AgA; skeri ekki
strikid F Fy (hitt tilfellid er leyst & svipadan hatt). Pad feest ut fra ljosfraedilegum eiginleika ad
hornin LAgA1F og LA2A 1 Fs eru jofn.

A

0

Mynd 7: Brennifletir

Speglid Fi um AgA; i punktinn FY, og Fh um Aj Az i punktinn F, og setjid; G = F{Fy N AgAx;
H = FJFy N A1 As. Skodum sporbaug med brennipunkta F; and F» sem hefur AgA; sem snertil.
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Par sem hornin Z/FyGA; og LF1GAg eru jofn, snertir pessi sporbaugur ApA; i punktinum G.
Eins gildir ad sporbaugur med brennipunkta F; og Fy snertir A1 As i punkti H. Vid viljum syna
a0 pessir tveir sporbaugar falli saman sem er jafngilt pvi ad F1B + BFy, = F1C + CFy, sem
merkir einfaldlega F|Fy = F1 F}. Vid tokum eftir pvi ad prihyrningarnir A F{ A1 F5 og A F1 A1 F)
eru eins.
F{Al = FlAl; A = FQIAl
sokum samhverfu, og hornin ZF{A; F5 og ZF; A1 F} eru jofn. Pvi er
FFy = [ Fy,

og feest nidurstadan af pvi. O

Eftirfarandi nidurstédur voru fengnar med pvi ad nota GeoGebru forritid. Vid héfum breidboga
brenniflot & mynd [§ og sporbauga brenniflot & mynd [9}

Mynd 9: Sporbauga brennifletir

3 Einfoldustu lotubundnu brautirnar i sporbaugi - prihyrningar

Sem fyrstu hermun getum vid notad GeoGebru forritid til pess ad finna prihyrningslaga lotu-
bundna braut innan biljardsbordsins sem skilgreint er med jéfnunni

e: —H+5=1L (2)
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Sem einfaldasta upphafspunkt veljum vid hornpunkt prihyrnings A AgAjAs b.a. Ag sé & y—asnum
og Ag = (0,b). Pa er edlilegt ad buast vid bvi ad ef lotubundinn prihyrningur er til, ba (vegna
samhverfu um y—asinn) hafi hann tveer jafnar hlidar (AgA; = ApAz2), sjd mynd

Mynd 10: Verkefnid ad finna lotubundinn prihyrning ut fra Ay

Aftur 4 moti er ekki 1jost hvernig skal finna punktinn A; (Az er samhverfur A; med tilliti til
y—4ssins).

Ef vid rifjum upp yrdingu setningar 1, pa sést ad ef A AgA1As er lotubundinn, pé er brenniflétur
bess sporbaugur med sému brennipunkta, segjum

2 2

x Y
D — 4+ 5 =1. 3
e1 a%—i_b% ()

Almennt gildir fyrir sporbaug sem skilgreindur er med jofnu af gerdinni ad a? — b? = 2
pbar sem c er fjarleegd brennipunkts fra nallpunkti. Fyrir tvo sporbauga ( og ) med sému
brennipunkta, F} og Fb, gildir pvi

a? —b? = a3 — b3 (4)

Vid gerum rad fyrir ad e; sé innan e svo vid héfum a > b > 0,a; > by > 0,a > ai,b > b;. Ut fra
bessu getum vio endurordad spurninguna

e Gefinn punktur 4g = (0,b) finnid sporbaug e; af gerd innan sporbaugsins e; pannig ad
snertlarnir tveir fra Ag til e; myndi prihyrning A AgA; A innritadan i e og umritadan um

e1 (sja mynd [L1).

Lausnin er enn ekki augljés og madur skyldi vanda sig vel til pess ad fordast punga og 6parfa
utreikninga. Hvad skal pa gera? Haegt er ad leita & netinu en flest skjol sem par finnast eru ekki
mjog gagnleg fyrir framhaldsskolakennara og nemendur. Vid skulum undirstrika adalmarkmio
okkar: ad nota apreifanleg ,TEKI OG TOL” eins og: hagraeding algebru, notkun hornafalla,
GeoGebruforrit og reyna ad setja fram og finna lausnir & ahugaverdum verkefnum tengdum
biljardi & sporbaugslaga bordi.

Vid reynum pvi ad bua til nokkrar ,einfaldari” spurningar og sidan tengja peer saman og a0 gera
nalgun okkar ad adalverkefni pess hluta skyrari: ad smida minnst einn lotubundinn prihyrning {

gefnum sporbaugi (2)).

Mogulegur listi spurninga er eftirfarandi:
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Mynd 11: Brenniflétur e; lotubundna prihyrningsins

e Gefinn sporbaugur e; : 2%/a? + y?/b? = 1 og lina y = kx + b gegnum punktinn Ay = (0, b),
finnid naudsynleg og naegjanleg skilyrdi (& k, b, a1, b1) bess ad linan sé snertill eq;

e Gefinn sporbaugur e : #2/a? + y?/b? = 1 og lina y — yo = k(x — 2¢) gegnum hvada punkt
Ao = (x0,y0) sem er, finnid naudsynleg og naegjanleg skilyrdi (& k, o, yo, a,b) bannig ad
linan sé snertill eq;

e Gefinn sporbaugur ey : 22/a? + y?/b? = 1 og punktur Ay = (0,b) finnid snertillinurnar
fra Ag til e; og finnid ad auki skurdpunkta pessara snertillina, A, Ao, vid sporbauginn
e x?/a®+y?/b? = 1 (vid burfum formulu sem lysir hnitum A, Ao med tilliti til a, b, ag, b1);

e Gefinn sporbaugur e; : #2/a? + y?/b? = 1 og punktar Ay, Ay sem lyst var i sidasta skrefi,
finnid naudsynleg og naegjanleg skilyrdi (4 a, b, a;,by) b.a. linan A; As sé snertill eqg;

e Med pvi ad nota vensl sidasta skrefs auk peirrar stadreyndar ad e, e; hafa sému brenni-
punkta, b.e. a® — b? = a? — b? gefid a1, by med tilliti til a, b.

Ekkert pessara skrefa er mjog flokio og vid gefum upp adalatridi lausnanna en skiljum eftir hluta
af endurteknum sméatridum handa lesandanum. Nidurstédurnar eru dregnar saman { nokkrar
hjalparsetningar sem finna ma i Vidaukanum.

4 Moguleg frekari skref til pess ad finna fleiri lotubundna pri-
hyrninga

Heegt er ad nota augljosa samhverfu og sja ad med bvi ad taka A, = (0, —b) samhverft vid Ay
m.t.t. x— &ssins ad vid héfum annan lotubundin prihyrning samhverfan um pann upprunalega,
A ApA;1 Ay Gr hjalparsetningu [ Neesta skref er ad velja annan upphafspunkt fyrir lotubundna
ferilinn og endurtaka fyrra ferli.

e Gefinn sporbaugur e; : 2/a? + y?/b? = 1 og punktur Ay = (a,0) tdknadu med t1,ts
snertlilinurnar fra Ag til e; og med Aq, Ao skurdpunkta pessara snertilina vid sporbauginn
e:2%/a® +y?/b? = 1, b.a. Ai(z1,y1), 71 < 0, Aa(xa,92), 22 > 0. Reyndu ad finna hnit
Al,AQ;
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e Gefinn sporbaugur e : 22/a? + y?/b* = 1 og punktur Ay = (a,0) reyndu ad finna sporbaug
e1 : 2/a? + y?/b? = 1 og lotubundinn brihyrning A AgA;As b.a. e; er brenniflétur lotu-
bundna prihyrningsins. Reyndu ad lysa a1, b; m.t.t. a,b.

Mynd 12: Annar upphafspunktur Ag

Madur getur séd ad steedurnar fyrir aj, by eru peer somu og steedurnar ar hjélparsetningu [6]

Pad er mjog dhugavert ad nota hreyfimyndartakkann & punktinum Ay i GeoGebru.

Mynd 13: Oveent nidurstada, pegar Ag ferdast eftir e haldast snertilinurnar sem snertlar brenni-
flatarins e

Pessi hermun er mjog mikilveeg par sem htun leidir okkur ad nyjum opnum spurningum. Vid
getum sett fram eftirfarandi

Tilgata 1. Ef Ag er HVADA punktur sem er d sporbaugnum e, litli sporbaugurinn e1 er skil-
greindur af hjdlparsetningulf og snertilinurnar tver ad ey frda Ao skera sporbauginn e ¢ punktunum
A1As, pd er A1 As einnig snertill eq.

Detta fyrirbeeri er natengt setningu Poncelets (sja [3], [6]). Lausn & henni ma finna i [5]

Fyrir frekari rannsoknir & biljardsfreedum & sporbaugi er mikilvaegt ad nota nokkur meeliteeki
GeoGebru og ad meta hvernig eftirfarandi steerdir breytast pegar Ag ferdast eftir ,braut” e:

e ummal lotubundna prihyrningsins;
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e flatarmal lotubundna prihyrningsins;

e horn lotubundna prihyrningsins.
Eftir ad hafa gert pessa tilraun getur madur uppgotvad (bvi midur adeins tolulegal) neesta
otrilega eiginleika.

Daemi 2. Ef Ag er HVADA punktur sem er d sporbaugnum e, pd er til étviredur lotubundinn
prihyrningur A AgA1As med fast wummdal, p.e. ummdlid er 6hdd stadsetningu punktsins Ag d
sporbaugnum e!

Vi0 erum naegjanlega undirbiin & pessum timapunkti ad leysa petta deemi en heegt er framkveema
eftirfarandi skref til a0 sannreyna tilgatuna ad hluta til.

e takid Ay = (0,b) og reiknid, P;, ummal tilsvarandi lotubundna prihyrningsins;

e takid Ay = (a,0) og reiknid, Py, ummal tilsvarandi lotubundna prihyrningsins;

e berid saman P; og Ps.
Heegt er ad sannreyna (sja [4]) ad

4a®b(a + a1)\/a? — a?

P =P =
b2a? + a2(a? — a?)

5 Vidauki I: Nokkrar teknilegar hjalparsetningar

Hjalparsetning 2. Gefinn sporbaugur ej : x2/a? + y?/b} = 1 er hegt ad lysa naudsynlegum
og negjanlegum skilyroum pess ad linan y = kx + b gegnum punkt Ag = (0,b) sé snertill e; d
eftirfarandi hdtt:

b b

2
ay

k=

Sonnun. Med pvi ad setja inn kz + b i stad y 1 jofnu feest

22 k222 4 2kbx + b2
— + b% =1. (5)

ay

Pessi jafna hefur einungis eina rauntélurét sem hefur i for med sér

w1y
b \ai b1/ \Bi N
og bessi jafna er jafngild pvi ad
b — b2

2
ag

k=

Par med er sonnun lokid. O

Hjalparsetning 3. Gefinn sporbaugur ej : x?/a? + y?/b3 = 1 er hegt ad lysa naudsynlegum
og negjanleqgum skilyroum pess ad linan y — yo = k(x — x9) gegnum punktinn Ay = (xo,yo) €
snertill ey d eftirfarandi hdtt:

(yo — kx0)* = b] + k*aj.
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Hjalparsetning 4. Gefinn sporbaugur ey : %/a? +y? /b3 = 1 og punktur Ay = (0,b) tdknum vid
med t1,to, snertilinur fra Ag til e; og med A1, As , skurdpunkta pessara snertilina vid sporbauginn
e:x?/a® + 2/ =1, p.a. Aj(x1,11),71 <0, Az(x2,y2), 2 > 0. Pd héfum vid

2a%a1by/b% — b2 B

TR+ a2(b—02)

r1 =

b(a%b2 —a?(b? - b%))
a%b2 +a?(b? — b%)

y1 = = Y2.

Sonnun. Med pvi ad setja kxz + b i stad y i faum vio joéfnuna

22 n k222 + 2kbx + b2 B

a? b2

Ein af rétunum er augljoslega 0 og hin rétin er

1. (6)

o 2ka’b? _ 2ka’b
VTR0 1 K2a?) T (B2 4 K2a?)

Vid getum notad steeduna fyrir k

/12 _ 12
k:iib b

ai
og med pvi ad taka tillit til peirrar stadreyndar ad x; < 0 faum vid ad

2a%a1b\/b? — b?

a3+ a?(2 - 03)

r1 =

Med bvi ad nota venslin
y=kxr+b

Faum vio steedu fyrir 11
b(a?b? — a?(b* — b?))
atb? + a2(b? — b?)

Par med er sonnun lokid. O

Y1 =

Ut fra venslunum y = —by og beirri stadreynd ad e og e; hafa sému brennipunkta mé sanna
eftirfarandi.

Hjalparsetning 5. Gefinn sporbaugur e; : x?/a} + y?/b3 = 1 og punktur Ay = (0,b) ldt
Ai(x1,y1), 21 <0, Aa(z2,y2), 22 > 0 vera punktana dkvardada 7 hjdlparsetningu , bd er A1 Ay

snertill ey ef og adeins ef
_a(Vat — a?b? + bt — b?)
= 2

ay

a?—b ’
b(a® — Vat — a2b? + bt)
by = = .

Til bess ad tynast ekki i teeknilegum formsatridum visum vid { [4] fyrir sénnun & hjalpar-
setningunni.

I raun svarar hjalparsetning [5| spurningunni um pad hvernig finna megi brenniflét lotubundinna
prihyrninga i gefnum sporbaug e. Par sem pad virdist vera erfitt ad finna einfalt svar vido pessu i
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bokum eda & netinu, 16gdum vid i pad erfida verk ad nota frumsteed verkfeeri (nefnilega eingéngu
umritanir ar algebru). Heegt er ad bera svarid saman vid klassiskar nidurstoour fra Cayley i [1],
[2], bar sem sporbaugsheildi eru notud. Nidurstadan er gagnleg og haegt er ad nota hana i sumum
reikniritum i GeoGebru (eda med 60rum hugbunadi) i tengslum vid biljardsbordin. Vikjum nua
a0 erfioleikum sem fylgdu pvi pegar reynt var ad feera Java kéoa inn GeoGebru og herma eftir
6lotubundnum ferlum med N > 1 speglunarpunkta. Pad kemur { ljés ad smidi helmingunarlinu
sem GeoGebru verkfeeri 1 bland vid Java koda olli nokkrum takmérkunum & N, N < 100.

Vid ljukum vidaukanum med eftirfarandi umbreytingu & hjalparsetningu [5]

Hjalparsetning 6. Gefinn sporbaugur e : % /a® + y?/b> = 1 og punktur Ag = (0,b) er heegt ad
finna étviredan sporbaug eq : z%/a? + y* /b3 = 1 og dtviredan lotubundin prihyrning A AgA1As
b.a. e1 er brennifliétur lotubundna prihyrningsins. Ad auki hofum vid

st—s2+1

1—s2 ’

st—s2+1— s
1—s?

1—
apr=a , b1 =50

bar sem

b
= - 0,1).
s a€<’)

6 Vidauki 2: Java forrit

GeoGebra notar Java taeknina til pess ad sameina kosti virks ramfraediumhverfis og moguleikann
4 a0 sla jofnur og hnit beint inn, sem gerir pad mjog gagnlegt i steerdfreedikennslu og staerofraedi-
kénnunum. Grunnhugmyndin & bak vid vidmoét GeoGebru er ad bjoda upp & tveer framsetningar
4 hverjum steerofraedilegum hlut i algebrugluggum og teiknibordum pess. Ef pu breytir hlut {
60rum af pessum gluggum, mun framsetningin i hinum uppfeerast samstundis. Téknreiknikerfi
(svo sem Mathmetica, Maple o.s.frv.) og kvik ramfreediforrit (svo sem Geometer’s Sketchpad,
Cabri Geometry o.s.frv.) eru o6flug tecknitol til pess ad kenna steerdfraedi. Fjoldinn allur af
rannséknum gefur til kynna ad haegt sé ad nota pessa forritunarpakka til ad hvetja til uppgotvana,
tilrauna og sjonskopunnar { hefdbundinni steerdfreedikennslu. Aftur & moti gefa rannséknir til
kynna ad fyrir meirihluta kennara sé adalvandamélio ad geta bodid upp & naudsynlega taekni svo
heaegt sé ad fella teeknina inn i kennsluna & dhrifarikan méta.

Vinseldir GeoGebru hafa aukist gifurlega hratt medal kennara og rannsakenda vidsvegar um
heiminn, vegna pess ad pad er notendaveent steerdfraediforrit sem sameinar ymsar hlidar mis-
munandi steerdfreedipakka. Par ad auki, par sem pad er opinn hugbtnadur, hefur myndast stort
samfélag { kringum pad.

I GeoGebru eru nokkrir méguleikar & hreyfimyndum. Ad beeta fleiri forritseiningum fyrir hreyfi-
myndir { GeoGebra etti ad vera mikilveeg taeknieining 1 framtidaratgafum. Framtidarviobeetur
vio forritid GeoGebra munu o6rugglega innihalda frekari tdknreiknimoguleika, sem gerir okkur
mogulega kleift ad framkveema floknari adgerdir i steerdfreedigreiningu.

Vandamal sem vid komumst { kynni vid tengist notkun Java forrits til ad bta til mikinn fjolda
af speglunarpunktum i biljardsverkefninu.

Vid notudum eftirfarandi k6da i tengslum vid rennistikuna { forritinu.

function stopAll(){
ggbApplet.evalCommand("StartAnimation[false]l");
ggbApplet.setAnimating("slider",false);
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ggbApplet.setValue("slider",100);}

var i= new Number (ggbApplet.getValue("slider"));
var lim = new Number (ggbApplet.getValue("n"));
if (i==0){

ggbApplet.evalCommand("a_{0}=
Vettore[S_{"+i+"},S_{"+(i+1)+"}]1");
ggbApplet.setLineStyle("a_{0}",4);
ggbApplet.setColor("a_{0}",255,0,0);}

else if (i>=1lim){

stopAl1();}

else if (ggbApplet.exists("S_{"+(1)+"}")){

if (ggbApplet.evalCommand ("bis"+(i)+"=
Bisettrice[F_1,S_{"+(i)+"},F_2]1")){
ggbApplet.setVisible("bis"+(i) ,false);

if (ggbApplet.evalCommand ("B"+(i)+"=
Intersezione[c, bis"+(i)+",2]")){
ggbApplet.setVisible("B"+(i),false);

if (ggbApplet.evalCommand ("alpha"+(i)+"=
Angolo[S_{"+(i-1)+"},S_{"+(i)+"},B"+(i)+"1"))
{ggbApplet.setVisible("alpha"+(i),false);

if (ggbApplet.evalCommand ("R"+(i)+"=
Ruota[S_{"+(i-1)+"},2alpha"+(i)+",S_{"+(1)+"}1"))
{ggbApplet.setVisible("R"+(i),false);

if (ggbApplet.evalCommand ("aa"+(i)+"=
Semiretta[S_{"+(i)+"},R"+(1)+"]")){
ggbApplet.setVisible("aa"+(i),false);

if (ggbApplet.evalCommand ("S_{"+(i+1)+"}=
Intersezione[c,aa"+(i)+",2]1")){
ggbApplet.setPointSize ("S_{"+(i+1)+"}",1);
ggbApplet.setLabelVisible ("S_{"+(i+1)+"}",false)
if (ggbApplet.evalCommand ("a_{"+(i)+"}=
Vettore[S_{"+i+"},S_{"+({i+1)+"}1")){
ggbApplet.setlLineStyle("a_{"+(i)+"}",4);
ggbApplet.setColor("a_{"+(i)+"}",255,0,0);

i3 3000

else {stopAl1();}}
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