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1 Sogulegur inngangur

Ein af mikilveegustu og fallegustu setningunum i varpfraedi er setning Poncelets, sem fjallar um
lokada marghyrninga sem eru innritadir i eitt keilusnid og umritadir um annad keilusnid (ad nedan
gefum vid nédkveemu yrdinguna og sénnum vid hana { tilfelli prihyrninga). Setningin hefur djup
tengsl vid onnur svid steerofreedinnar. Markmio pessa kaflahluta er ad skyra nanar ut tengslin
milli setningu Poncelets og biljards i sporbaugi. Vid fyrstu syn virdast pessi vidfangsefni vera
otengd par sem pau koma ar tveimur 6hadum steerdfreedisvidum: ramfraedi og hreyfikerfi. En
falinn pradur tengir pessi vidfangsefni saman: tilvist undirliggjandi fyrirbeeris (sem vid nefnum
Poncelet samsvorunina) sem reynist vera sporbaugsferill. Pad er vel pekkt ad heegt er ad skilgreina
grupumynstur & sporbaugsferlum og hagnyting pess varpar miklu ljési 4 fyrrnefnd viofangsefni.

Til ad lesa flestar beekur tengdar pessu vidfangefni parf undirstéou i tvinnfallagreiningu, linu-
legri algebru og grannfraedi og bvi er ekki einfalt ad bia til verkefni sem henta nemendum &
framhaldsskoélastigi.

Vid reynum pvi ad finna nélgun sem krefst einungis beirra verkfsera sem finnast { venjulegri
framhaldsskolanamsskra. Petta er ekki audleyst vandamal. Hin klassiska A. Cayley nalgun (sja
[2], [3]) notar sporbaugsheildi, adrar heimildir (sja [5], [6], [8] og heimildirnar sem er par visad i)
beita rokum ar varpramfraedi og grupufraedi.

Fyrir framsetningu & verkefni Poncelets parf einungis ad pekkja skilgreiningu og jofnu sporbaugs.

Setning 1. (Setning Poncelets) Gerum rdd fyrir ad gefnir séu tveir sporbaugar pannig ad annar
s€ inmi ¢ hinum. Ef til er n-hyrningur sem er innritadur ¢ 60rum sporbaugnum og umritadur
um hinn sporbauginn pd er sérhver punktur d jadri ytri sporbaugsins hornpunktur 7 umritudum
n-hyrningi innra sporbaugsins.

Til eru nokkrar sannanir & bessari merkilegu setningu, flestar peirra eru ekki einfaldar. Rekja
mé setningu Poncelets til nitjandu aldar og veittu margir steerdfraedingar pess tima henni athygli
(itarleg sbgulysing er gefin i [I]). Adalasteedan fyrir pessu er su stadreynd ad margar sannanir
setningarinnar krefjast notkunar tvinntolu- og einsleitra hnita, hugtaka sem voru ad koma fram &
beim tima (1813) pegar Poncelet uppgotvadi setninguna. Pad gerdi hann medan hann var i haldi
sem striosfangi i Rassnesku borginni Saratov. Eftir ad hann snéri aftur heim til Frakklands birti
hann sénnunina { bok sinni [7], sem gefin var Gt a4rid 1822. Sénnunin, sem var fremur margbrotin,
einfaldar setninguna i tvo (ekki endilega sammidja) hringi. Umraeda um hugmyndirnar { sénnun
Poncelets er gefin 1 [I], bls. 298 - 311.

Tilgangur okkar er a0 finna einfalda sénnun 4 tilfelli sem er ekki augljost: tilfellid n = 3 og bar
sem vid héfum tvo sporbauga
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bannig ad e; sé innan e.

Vid munum sanna betta tilfelli setningar Poncelets og auk pess eftirfarandi sérteekari nidurstoou.
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Mynd 1: Setning Poncelet i tilfelli hrings og sporbaugs

Setning 2. (sjd mynd) G.r.f. a0 sporbaugurinn s€ innan sporbaugsins , b.e.
a>b>0,a1 >b >0,

a>ai,b>by.
bd eru eftirfarandi skilyroi jafngild:
i) til er prihyrningur A AgBoCy innritadur © e og umritadur um ey,
ii) tolurnar a,b, a1 og by uppfylla
ap b
a + b

ii1) fyrir hvada punkt A sem er d sporbaugnum e getum vid fundid einkvemt dkvardadan pri-
hyrning A ABC innritadan 7 e og umritadan um e.

=1.

2 Einskordun vid hring og sporbaug

Skodum tvo sporbauga

2 2
x Y
I a— 3
e a2+bz ()
o)
& 22 y2
s+ =1 4
e1 a%—i_b% , ()

b.a. e1 er innan e. Pessu skilyrdi mé lysa sem
a>b>0,a1 >b >0,
a>ag,b>by.

Me0 einféldum hnitaskiptum { planinu,

x=2
a

y_Y
—_ -
) b’ (5)
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hefur sporbaugurinn e i nyju hnitunum jéfnuna
X24y?=1 (6)
b.a. hann er hringurinn £(O, 1) med midju i upphafspunkti nyja hnitakerfisins O og radius 1.
Hinn sporbaugurinn e; verdur
X 2 Y2 al bl
— 4+ —==1, Ayj=—, By =— 7
A% + B% 1 P 1 b (7)

og ljost er ad pessi breyting 4 hnitum vardveitir skuropunkta, linu er breytt i linu, hring i hring,
sporbaugi i sporbaug (eda hring sem sértilfelli) og ef lina er snertill sporbaugsins pa helst htun
sem snertill sporbaugsins eftir hnitaskiptin (sja mynd .

Deemi 1. Sannadu pd stadreynd ad ef lina og sporbaugur eru snertlar pd haldast pau sem snertlar
eftir hnitaskiptin .

\
|
]

| .
\
e
umbreyting ~

xr=Xa,y="1h

Mynd 2: Sporbaugi er breytt { hring

Hédan 1 fra vinnum vid med hring £(O, 1) med midju { upphafspunktinum O og radius 1.

? +y? = 1. (8)
og sporbaug e
xj + yj =1, 1>a1>b 9)
aQ b2 - L a1 = 01
1 1

inni i (O, 1) eins og sést & mynd

Vid atbaum lista af spurningum til ad undirbta lausnina & verkefninu (eda sénnunina & setningu
Poncelets):

e Gefinn sporbaugur e; : #2/a? + y?/b3 = 1 og punktur Ag(zo,yo) & k(O, 1) finnid snerti-
linurnar fra Ag til e; og finnid einnig skurdpunkta pessara snertilina vid hringinn 2% +y% = 1.
Kollum skurdpunktana A, Ao (okkur vantar formalu sem lysir hnitum A, A m.t.t. zg, yo
og halla linanna AgA; og ApAs, ki, ks2);

e Finnid vensl milli ¢; og 61 2 = arctan k1 2 med pvi ad nota stikunina
xj = cospj,y; =sing;, j=0,1,2 (10)

e Gefinn sporbaugur e; : 22/a? + y?/b% = 1, punktur Ag(wo,y0) 4 k(O, 1), snertilinur fra Ay
til e; sem skera k(O,1) i punktunum Aj;, Ay notid stikunina til ad gefa, naudsynleg
og nagjanleg skilyrdi pess ad linan AgA; sé snertill sporbaugsins ey, taknad vid ¢g, 1 0og
@1 = arctan k.
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e Gefinn sporbaugur e : 22/a? + y?/b? = 1, punktur Ag(zo, o) & k(O, 1), snertilinur fra Ag
til e1, sem skera k(O, 1) i punktunum A;, A, notid stikunina til a0 gefa, naudsynleg
og naegjanleg skilyroi pess ad linan AygA; sé snertill sporbaugsins e, taknad vid g, w2 og
0y = arctan ks.

e Med pvi ad nota einfaldar hornafallaumbreytingar syndu ad eftirfarandi tvo skilyroi
a) linan AyA; er snertill sporbaugsins e (skilyrdinu er lyst m.t.t. ¢g, 1 og 61 = arctan k)
b) linan Ap A, er snertill sporbaugsins ey (skilyrdinu er lyst m.t.t. ¢, p2 og 02 = arctan k)
leidi til pess ad
* linan Ay As er snertill sporbaugsins e; (skilyrdinu er lyst m.t.t. ¢1, p2 0g 01 2 = arctank; 2)

Vid gefum svor, skref fyrir skref, 4 nokkrum hjalparsetningum sem audveldlega ma sannreyna.

A()Al Y — Yo = k(l’ — LL‘())
Ao(z0,0)

Ay(z1,91)

>

Mynd 3: Hvener er AgA; snertill e?

Hjalparsetning 1. Gefinn sporbaugur ey : 2 /a3 +y?/b? = 1, md lijsa naudsynlegum og negjan-
legum skilyroum pess ad linan y — yo = k(x — xg) gegnum punktinn Ag(xo,yo) s€ snertill ey med

(yo — kxo)? = b2 + k2a?.

Hjalparsetning 2. Gefinn er sporbaugur e1 : x2/a? +y*/b3 = 1 og punktur Ao(zo,yo) d eining-
arhringnum. Lina gegnum punktinn er tdknud med

t:y—yo=k(x—x)

og annar skurdpunktur pessarar linu vid einingarhringinn, k(0,1) : 2 4+y% = 1, er tdknadur med
A1(961,y1)- ba er:
k? —1 2k
TR R
2k k?—1
TR T e

T

Y1 =
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Sénnun. Skurdpunktarnir eru gefnir med jéfnunum
2%+ (yo + k(x — 20))? = 1.

Pessi jafna hefur tveer reetur x¢ og 1 p.a.

Qk‘(yo — I{Z.To)
R I
Ut fra pessum venslum faum vid lysingu 4 z1. A sama hatt faum vid lysingu 4 y;. O

Hjalparsetning 3. Gefinn sporbaugur e : x?/a? + y*/b3 = 1 og punktur Ag(cos ¢g,sin ¢g) d
etningarhringnum, pd tdknum vid med

t:y—yo=k(x—xo)

hvada linu sem er © gegnum Agy. Ldtum Ai(x1,y1) vera skurdpunkt pessarar linu vid einingar-
hringin k(O,1) : 22 + y? = 1, pannig ad A1 = (cos @,sin). Pd taka venslin tir hjdlparsetningu

[3 formio
g Preo—m

5 +mmr,m e Z,

bpar sem

0 = arctan k.

Sonnun. Vid hofum venslin

E2—1
k2 +1

= — COS(2(9), = SiH(QQ).

2k
k241
Med bvi ad nota innsetninguna
T1 = CcoSp, Yy =siney

faum vio
cos p = — cos(20) cos po — sin(260) sin gy =

= cos(20 + ) cos o + sin(26 + 7) sin g = cos(20 + 7 — o),
sin ¢ = — sin(20) cos g + cos(26) sin gy =
= sin(260 + ) cos g — cos(26 + 7) sin g = sin(20 + 7 — o),

og bessi vensl gefa
204+ 7 — o =p+2mm,m € Z.

Par med er sonnuninni lokid. O

Hjalparsetning 4. Gefinn sporbaugur e : 22 /a3 + y?/b2 = 1 og punktur Ag = (cos o, sin ),
bd tdknum vid med

try—yo=k(z — o)
hvada linu sem er 7 gegnum Ay og med Ay skurdpunkt linunnar vid hringinn e : 2> +vy*> =1, p.a.
A1 = (cosp,sing). Pd ert snertill e; ef og adeins ef

cos? (gp_ 900> = b7 sin? <SD—;SOO> + a2 cos® <¢—2¢0> = (a2 — b}) cos? <('0—;SOO> + b3
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Sonnun. Ut fra hjalparsetningu [1| sést ad vid purfum ad umskrifa (yo — kxo)? yfir 1 fall af ¢ og

©o. Vi0 hofum
cos fsin g — sinfl cos g sin(po — 0)

(11)

—k = =
Yo 0 cos b cos 6

Med pvi ad nota venslin
9 _ ' + Yo — T
2

ar hjalparsetningu 3| sjaAum vio ad teljarinn i er

sin(pp — 0) = sin (W — m7r> = (—=1)"cos (9002_ (‘D>

+mm,m € Z,

medan nefnarinn verdur

cos ) = cos (W + m7r> = (—1)"sin (“0—;900>

svo vid faum
sin [ £ %0 %o (yo — kxo)? = cos? LN
2 2
Med bvi ad beita hjalparsetningu[I]4 venslin hér ad ofan pa ljukum vid sénnun hjélparsetningarinnar.
O

Athugasemd 1. Vid getum endurskrifad venslin i hjdlparsetningu [f] & mismunandi vegu med

bvi ad nota formuluna

1 2
cos o — + cos( a)7

2
Pannig fest
cos(p — o) = ¢ cos(i + o) + D, (12)
eda
(1 —c*) cospcos g+ (14 ¢?)singsingy = D, (13)
bar sem
=a}—b3,D=a}+07 -1 (14)

3 Sonnun a setningu Poncelets med hornafollum

Vid tokum punkt Ay = (cosyg,singg) 4 einingarhringnum og finnum tveer snertilinur ¢y, to
gegnum Ag ad sporbaugnum
72 . y? ,
e1=—5+%5 =1
T

Sidan finnum vid skurdpunkta t1,¢2 vid einingahringinn (sja mynd 4] og taknum skurdpunktana
tvo (frabrugdna Ap) med
BO(COSSOI ) sin (Pl)a CO (COS(pQ s sin @2)

Byrjum & a0 setja fram forsendu Poncelets pannig ad til sé a.m.k. einn prihyrningur, A AgByCy,
innritadur { einingarhringinn, p.e.

Ap = (cospq,sinpg), By = (cosp1 ,sin 1), Cy = (cospa ,sinps), 0 <@g < 1 < @2 <27
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Ag(cos g, sin )
By(cos 1, sinyr)
Co(cosp, singps)

IQ y2
e —‘-'r—*l
AN

Mynd 4: Merking forsendunnar ad A AyByCy sé umritadur 4 e1?

og umritadur um innri sporbauginn e; Par sem AyBy er snertill vid e; vitum vid ad:
cos <901 5 S00) = (a2 — b}) cos? (@1 —; QDO) + b2 (15)

(skv. hjalparsetningu . A sama hatt gefur st stadreynd ad AgCy og BoCy eru snertlar e; og
hjalparsetning [4] ad

cos? (902 ; 900) = (a2 — b?) cos? <¢2 ;— ng) + 3. (16)
cos? (QPQ ; <p1> = (a3 — b?) cos? (SO2 —; S01) + b3 (17)

Vid getum sameinad 6ll pessi vensl { ein
cos <<p] 2W) = (a3 — b?) cos? <<'0]‘—2H'0£>—i—b%7 0<j#L<2. (18)

Hva0 vitum vid ut fra forsendu setningar Poncelets og hvad purfum vid ad sanna?

Vid tokum hvada punkt A = (cost)g ,sin)g) sem er & einingarhringnum og finnum snertilinurnar
t1,ts gegnum Agy ad sporbaugnum
22 g2
el : 2 =+ b2 =1.

Sidan finnum vid skurdpunkta t1,¢2 vid einingahringinn (sja mynd |5|) og taknum skurdpunktana
tvo (sem eru frabrugdnir A) med

B = (cosy1,sintpy), C = (cosipz , sintha).
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A(cosy, sinty)
B(cosy, sint)y)
C(cos by, sinehy)

611—2"1‘—7

Mynd 5: Tveer hlidar eru snertlar = pridja hlidin einnig snertill

Par sem AB er snertill e; vitum vid ad:

cos? <1/11 ;T/JO> = (af — b}) cos? (¢l —;¢0> + b3 (19)
(vegna hjéalparsetningar |4)). Eins, su stadreynd ad AoCy og ByCy eru snertlar e; og hjalparsetning
[ leida til

cos? <¢2 ; on) + (a2 — b3) cos? (1/12 ;w()) = b3 (20)

Vid drogum pa saman allar forsendur setningu Poncelets og getum sagt ad , and

séu sannadar.
Hvad purfum vid pa ad sanna?
Med hjalparsetningu [4] { huga sjaum vid ad markmid okkar er ad syna

cos? <¢2 ; ¢1> = (a2 — b?) cos? <¢2 ;%) + b3 (21)

Rita mé pessi vensl sem

(1 —¢?) costha cos iy = (1 4 ¢?)sinahgsinapy + D, (22)

pbar sem
=a?-b,D=al+b3 1. (23)

samkveemt athugasemd

Na erum vid loks komin i pa stéou ad vid getum beitt hjalparsetningunni um hornafoll ar
vidaukanum og alyktum a0

o (V2 —1) 4¢°D? o (V2 + 1 D?
o (257) = e (U50) ot 2
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Med pvi ad bera pessi vensl saman vid sjaum vid a0 porf er 4 eftirfarandi skilyroum
4D* = (1 - A)* (1 + )%, D? = b3 (1 + )2 (25)
Pessi vensl og leida til eftirfarandi nsegjanlegs skilyrdis
a;+b; =1 (26)

sem leidir til pess ad A ABC er umritadur um e;. Skilyrdid er einnig naudsynlegt til ad
uppfylla eiginleikann

e til er prihyrningur A AgByCy umritadur um ej.

Ef til er a.m.k. einn A AgBoCy umritadur um ey, pa gildir og par af leidandi er A ABC
umritadur um e;.

Par med er sénnun setningarinnar lokid.

4 Vidauki: Hjalparsetning um hornafoll
Hjalparsetning 5. G.r.f. ad

sin <1/)12¢)2) # 0, cos <7/11+T/)2> #0, coshg #0

2
09
(1 — c?) cosyy cos g + (1 + c?)sinyysingyg = D ; (27)
(1 — ¢?) cos g cos g + (1 + ¢?) sinpa sin g = D
bg er
(1 - ) tan <¢1 ‘;1/’2) = (14 ) tan g (28)
og ennfremur
o (V2 —v1\ 4¢*D? 9 (Y2 + 1 D?
cos < 9 > BT N B + FEEIE (29)
Sonnun. Toékum mismun venslanna { joéfnu . Faum
—(1—¢?) sin (¢1 ;¢2> sin (1/)1 ;Qh) cos 1o+ (1+c?) sin <¢1 ; ¢2> cos <¢1 ;— ¢2) siny = 0.
Forsendan
sin <¢1 ;¢2> 40

leidir til pess ad

(1—¢?)sin <¢1 ;— 1/}2) cos iy = (14 ¢?) cos <¢1 ; 1/}2) sin ¢)g.

Petta sannar . Leida méa dt hin venslin med pvi ad framkveema eftirfarandi dsetlun

e fyrsta jafnan i X siny — Onnur jafnan i X siny;
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e fyrsta jafnan { X cos g — Onnur jafnan { X Ccos 1.

A pennan hatt faum vid

2D sin <w2 — ¢1> Ccos <w2 i ¢1> =2(1 — ¢?)sin <¢2 _ ¢1) cos (1’/)2 _ ¢1> cos Yo,
2 2 2 2
—2D sin <”¢2 — wl) sin <”¢2 i ¢1> = —2(1+ *)sin <¢2 — ¢1> cos <¢2 — ¢1) sin vy,
2 2 2 2
sin <¢1 ;¢2> 40

D <71)2+1/)1>_ <¢2—¢1>
cos = oS cos Yy,

svo med pvi a0 nota forsenduna

faum vid

1—¢2 2 2

D sin Y2t 1 = coS Y2 = 1 sin
1+ 2 B 2 0

Me0 pvi ad taka summu pessara samsemda 1 60ru veldi faum vid

D? 2 cos? (¢2 +1/11) N : D? - sin? <¢2 +1/11>  eog? (1/}2 —1/11)

(1—c2 2 1+ c2 2 2
og bessi jafna gefur (29)

Par med lykur sonnun hjalparsetningarinnar.
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