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1 Úvod  

 
Pokračujeme v našom štúdiu niektorých vlastností periodických trojuholníkov na biliardoch na 

základe poznatkov uvedených na strane 170 v [1]: 

 

"Hľadajme trojuholník  maximálneho  obsahu, ktorý je vpísaný do C, kde C je nejaká krivka v rovine. 

Zrejme existuje najmenej jeden taký trojuholník s nedegenerovanou stranou dĺžky 0.  Dotyčnica ku 

krivke C v ľubovoľnom vrchole tohto trojuholníka zviera so stranami trojuholníka (incidentnými 

s týmto vrcholom) rovnaké uhly. Povieme, že trojuholník  je harmonický, ak odpovedá dvom rôznym 

pohybom.  
1
 Ak meníme polohu vrcholov trojuholníka na krivke spojito pri fixovanom poradí jeho 

vrcholov a znižujeme pritom hodnotu jeho obvodu na minimum, objavíme druhý harmonický 

trojuholník zodpovedajúci opäť dvom periodickým pohybom.“ 

 

2 Príklady konkrétnych harmonických trojuholníkov 
Uvedieme  najjednoduchší prípad pre elipsu 
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a vezmeme bod 0A e  na y-ovej osi,  kde  0 0,A b  (obr. 1). 

Podľa Birkhoffovej  koštrukcie ([1])  môžeme zostrojiť trojuholník △ A0A1A2 s maximálnym 

obvodom, ktorý je vpísaný do elipsy e. 

 
 

Obrázok 1: Harmonický trojuholník s A0 (0, b). 

 

V [5] sú odvodené vyjadrenia  pre súradnice bodov  1 ,A x y ,  2 .A x y . 

Podľa tvrdenia vety 1 v [5] je zrejmé, že  ak je △ A0A1A2 periodický, potom je opísaný konfokálnej 

elipse e1 s rovnicou  
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1
 Poznámka prekladateľa: treba si uvedomiť, že uvažujeme o trojuholníku, teda jeho hranica je uzavretá lomená 

čiara. Ak zvolíme na krivke C bod 0A ľubovoľne a zostrojíme dotyčnice ku elipse 1e , nemáme zaručené, že 

strana 1 2A A  bude dotyčnicou ku  1e .  Keďže vrcholy trojuholníka sú rovnocenné, môžeme začať 

ktorýmkoľvek, preto rozlišujeme dva „pohyby“. Pohybom sa rozumie  fixované poradie vrcholov:  trojuholník 

0 1 2A A A  alebo trojuholník 0 2 1A A A .  
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 

Rovnica (1) v [5] udáva podmienku pre konfokálnosť elíps e a e1 , t.j. takých elíps, ktorých ohniská  F1 

a F2  sú totožné. Po úprave je podmienka v tvare   
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Budeme predpokladať, že e1 je vo vnútri e a platí  

a > b > 0, a1 > b1 > 0, a > a1,b > b1 

Pripomeňme si niektoré z výsledkov v [5]. 

 

Lema 1. (pozri [5]) Nech je daná elipsa 
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Lema 2. (pozri [5]) Nech je daná elipsa 
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, kde  1 ,A x y , 0x  , 

 2 ,A x y ,  potom platí  

 

 
 

Zo vzťahu M = b1 a konfokálnosti e a e1  vieme odvodiť a1, b1 .  

 

Lema 3. Nech je daná elipsa 
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  ,  bod  0 0,A b a nech  1 1 1,A x y , 1 0x  ,  2 2 2,A x y , 

2 0x   sú body určené v leme 2. Potom A1A2 je dotyčnica k e1, vtedy a len vtedy, keď 

 

 
Dôkaz. Vzťah M = b1 je ekvivalentný s 
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kde pomocou Lemy 1 dostaneme 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
 

 

Z  b   b1 zjednodušíme 

 
alebo 

 
 

a to znamená, že 

a1b = a(b + b1). 

 

Z uvedeného vzťahu a z podmienky 
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1 1a b a b  
 odvodíme systém dvoch rovníc  

 

                                      
 

Tento systém má jediné riešenie pre a1> 0; b1> 0 v tvare  

 

 
Tým je dôkaz lemy ukončený.  

 

Ak položíme 

                                         
potom pre a1; b1 dostaneme vzorce 

 

 

Necháme na čitateľa, aby uvažoval prípad zámeny polohy bodu A0 voľbou   0 ,0A a (obr. 2). 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Obrázok 2: Harmonický trojuholník s A0 (a, 0) 

 

Cvičenie 3 si môže čitateľ dokázať sám podľa dôkazu lemy 3.   

 

Cvičenie 3. Nech je daná elipsa 
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3 Obvod konkrétnych harmonických trojuholníkov 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



a bod A0 ∈  e ležiaci na osi y, t.j. A0 (0, b) (obr. 1) . Pre súradnice bodov A1 (x, y), A2 (-x, y) máme 

vzorce v tvare  

 

 
odvodené v leme 2. Obvod trojuholníka △ A0A1A2 je 

 

 
 

Aj lemu 1 môžeme použiť na výpočet obvodu P1 , ako aj k dôkazu nasledujúcej lemy 4.  
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Ak uvažujeme o bode A0 na x –ovej osi , t.j. A0 (a, 0),  dokážeme nasledovné 

 

Lema 5. Nech je daná elipsa 
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Cvičenie 4. Dokážte, že pre obsahy platí : S1 = S2 

 

Návod.  Určte súradnice vrcholov trojuholníkov. 
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