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1 Uvod

Pokracujeme v nasom s§tadiu niektorych vlastnosti periodickych trojuholnikov na biliardoch na
zaklade poznatkov uvedenych na strane 170 v [1]:

"Hrladajme trojuholnik maximalneho obsahu, ktory je vpisany do C, kde C je nejaka krivka v rovine.
Zrejme existuje najmenej jeden taky trojuholnik s nedegenerovanou stranou dizky 0. Doty&nica ku
krivke C v l'ubovol'nom vrchole tohto trojuholnika zviera so stranami trojuholnika (incidentnymi
s tymto vrcholom) rovnaké uhly. Povieme, ze trojuholnik je harmonicky, ak odpoveda dvom réznym
pohybom. ' Ak menime polohu vrcholov trojuholnika na krivke spojito pri fixovanom poradi jeho
vrcholov a znizujeme pritom hodnotu jeho obvodu na minimum, objavime druhy harmonicky
trojuholnik zodpovedajuici opat’ dvom periodickym pohybom.*

2 Priklady konkrétnych harmonickych trojuholnikov
Uvedieme najjednoduchsi pripad pre elipsu

X2 y2
= +==1

a® b’ (1)
avezmeme bod A, e nay-ovej osi, kde A;(0,b) (obr. 1).

Podla Birkhoffovej kostrukcie ([1]) mdzeme zostrojit’ trojuholnik A AgA;A; S maximalnym
obvodom, ktory je vpisany do elipsy e.

e

v
A(0.b)

x §

Aq(xy) Ax(-xy)

Obrazok 1: Harmonicky trojuholnik s A, (0, b).
V [5] st odvodené vyjadrenia pre stradnice bodov A (X, y) , A (—x.y) :

Podrla tvrdenia vety 1 v [5] je zrejmé, ze ak je A AjAA; periodicky, potom je opisany konfokalnej
elipse e; s rovnicou

X2 2
el:¥+é:1 (2)

! Poznamka prekladatela: treba si uvedomit’, Ze uvazujeme o trojuholniku, teda jeho hranica je uzavreta lomena
¢iara. Ak zvolime na krivke C bod Ab Tubovolne a zostrojime dotycnice ku elipse €,, nemame zarucené, Ze
strana AiA2 bude doty¢nicou ku €. KedZe vrcholy trojuholnika si rovnocenné, moézeme zacat

ktorymkol'vek, preto rozliSujeme dva ,,pohyby“. Pohybom sa rozumie fixované poradie vrcholov: trojuholnik

A,A A, alebo trojuholnik AJAA, .
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Rovnica (1) v [5] udava podmienku pre konfokalnost’ elips e a e, , t.j. takych elips, ktorych ohniska F;
a F, su totozné. Po uprave je podmienka v tvare
a’ —b’ =a; by (3)
Budeme predpokladat’, Ze e; je vo vnutri e a plati
a>b>0,a,>b;>0,a>a;,b>b,;
Pripomenime si niektoré z vysledkov v [5].

2 2

. X .

Lema 1. (pozri [5]) Nech je dand elipsa €, — + y—2 =1 . Nutnd a postacujuca podmienka, aby
&

priamka y = kx+b prechddzajiica bodom A, (0, b) bola dotycnicou ku e, je

2

&

2

2 2
Lema 2. (pozri [5]) Nech je dand elipsa €, : X . é =labod A, (0, b) . Ak oznacime t,1, dotycnice
&

z bodu A ku e a priesecniky A, A, tychto dotycnic s elipsou a b , kde A (X, y) , X<0,
A, (=X,y), potom plati

2a’a1b\/b? — b3 2bka’

a2 +a2(b2—b2) b+ a2k

o M SR —BD) bR
== YT e 2 -0)  Prdk?

Zo vzt'ahu M = b; a konfokalnosti e a e; vieme odvodit’ a;, b; .

2 2

Lema 3. Nech je dand elipsa el:%+é=1, bod A)(O,b)anech A(X,Y,), % <0, A (X, Y,),

X, >0 su body urcené v leme 2. Potom AA; je dotycnica k ey, vtedy a len vtedy, ked’

a(vVa* — a?b? + b* — b?)

e a? — b2
by — b(a® — Vat — a?b? + b*‘).
a® — b2
Doékaz. Vztah M = by je ekvivalentny s
b(b* —a’k?)
b? +a’k?

Upravou

b2(b—by) — a’k2(b+ by)

kde pomocou Lemy 1 dostaneme
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85— by) — a(b— b1) (b + by)?

af

= 0.

Z b # b; zjednodusime
o a’(b+b1)?

2
aj

b =0

alebo

alb® = a®(b+ by)?

a to znamena, ze

alb = a(b + b]_)

. a.2 . b2 — a12 _ b12
Z uvedeného vztahu a z podmienky odvodime systém dvoch rovnic

airb=a(b+ by), ;
{ at — b3 = a® - b ()

Tento systém ma jediné rieSenie pre a;> 0; by;> 0 v tvare

_ d(va* —afbr + b — b?)

ay = :
! a? — b2
! b(a? — Va* — a2 + bY)
b= a? — b?
Tym je dokaz lemy ukonceny.
Ak polozime
b
s=—¢€(0,1). (5)
a

potom pre a;; b; dostaneme vzorce

(V1—s2+s1—5%)

e = 1 — s2 ;

b b(l—\/l—sg—i-s’i)

1= 7 .
1—s2

Nechame na &itatel'a, aby uvazoval pripad zameny polohy bodu A volbou A, (a, 0) (obr. 2).

2 2
Cvi€enie 1. Nech je dand elipsa € @ — + y—2 =1. Nutna a postacujiica podmienka, aby priamka
&

y=Kx=Ka ,.ochidzajica bodom A, (a,0)bola dotycnicou ku elipse e je

bZ_blZ
k?* =+—

&
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2

2

. X

Cvienie 2. Nech je dand elipsa €, 1 — + é =1 abod A, (a, 0) . Ak oznacime 1, t, dotycnice z bodu
&

2 2
X
el —+ y_z =1
Ao ku elipse e, a body Ay, A, sii priesecniky tychto dotycnic s elipsou @ b kde A (X, Y),

x<0, A (x,—y), potom plati
2a(k? — b?)
b2 + a2k? ’
- 2abok
TRk

T =

YA

Az(xl_y

Obrazok 2: Harmonicky trojuholnik s Ay (a, 0)
Cvicenie 3 si moze Citatel’ dokazat’ sam podl'a dokazu lemy 3.

2 2

Cvicenie 3. Nech je dand elipsa e, : X—2+é =1 bod A, (0, b) a nech body A (X, Y;), % <0,
CH

>

A, (%, Y,), X, >0 st bodmi urcenymi v leme 2. Potom AA, je dotyénica K ey, vtedy a len vtedy, ked

a(vVa* — a?b? + bt — b?)

a? — b2

b(a? — Vat — a2b? + b?)

- 8 .
a“ — b*

3 Obvod konkrétnych harmonickych trojuholnikov

Uvazujme najjednoduchsi pripad elipsy
X2 y2
e. —2 + F = 1

o]
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abod Ay € e leziaci na osiy, t.j. Ay (0, b) (obr. 1) . Pre suradnice bodov A; (X, y), A, (-X, Y) mame
vzorce v tvare

— 2bka?
YT TRt a2k
2 979
y=—M, \[_M

b2 + a2k2 ’
odvodené v leme 2. Obvod trojuholnika A AjAA; je

=2y/x? + (y —b)? + 2|z| =

_ 4a’b|k|VE2+1 | 4blk|a®
T b2 +a2%2 b2+ a2k2

Aj lemu 1 méZeme pouzit’ na vypocet obvodu Py, ako aj k dokazu nasledujucej lemy 4.
2 2

Lema 4. Nech je dana elipsa €, : X—2+é =1, bod A, (0, b) a nech body A; (X1, Y1), X1 <0, A (X2,
&

y2), Xo> 0 suz bodmi urcenymi v leme 2. Pre obvod P, trojuholnika A AgALA; plati

P 4a’b(a + ay)r/a? — aj
| 3

b)af + a?(a? — al)

Ak uvazujeme o bode Ag na x —ovej osi, t.j. Aq (a, 0), dokazeme nasledovné

y

Lema 5. Nech je dand elipsa €, : — +- =1, bod A, (0, b) a nech A; (x4, y1), X1 <0,

A; (X2, ¥2), Xo> 0 sut bodmi uréenymi v leme 2. Pre obvod P, trojuholnika A A¢AjA; plati

P 4(1b2(b—+—b1)\/ a? — aj
h = :

bia? + b2(a? — a?)

Cvicenie 4. Dokazte, Ze pre obsahy plati : S; = S,

Navod. Urcte suradnice vrcholov trojuholnikov.
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