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Uvod

Dynamicky geometricky softvér (DGS) GeoGebra je vhodny na rysovanie jednoduchych
dynamickych konstrukcii. GeoGebra ma nastroj na rysovanie oblikov a kruznic, ktoré sa
mozu spajat’ a vytvarat’ ,,oblukové“ utvary réznych tvarov. V ¢lanku vysvetlime, ako

pomocou DGS GeoGebra kreslit’ geometrické tvary pripominajtice pozdiZzny rez vaji¢kom.

Obluky a kruznice

DGS GeoGebra poskytuje niekol’ko nastrojov na vytvaranie kruznic a oblukov. Na definiciu
kruznice potrebujeme, napriklad, dva parametre: stred a polomer. Aké parametre potrebujeme
na definovanie oblika? Obluk je ¢ast'ou kruznice, takze pravdepodobne potrebujeme rovnaké
parametre, aby sme vedeli obluk definovat. Potrebujeme viak tieZ informacie, o dizke
a umiestneni obluka na kruznici. Predstavme si, Zze mame danu kruznicu aje zrejmé, ze
potrebujeme vediet’ v ktorom bode kruZznice obluk zacina a v ktorom bode kruznice obluk

kon¢i.

Obrazok 1. Oblik na kruznici
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@ KruZnica dana stredom a bodom
@ Kruznica dana stredom a polomerom
\*7| Kruznica dand polomerom a stredom

O KruzZnica dan tromi bodmi

P PolkruZnica s krajnymi bodmi
.\ Kruznicovy oblik dany stredom a krajnymi bodmi

‘/) KruzZnicovy obldk dany tromi bodmi

Q Kruhovy visek danj stredom a dvoma bodmi

Q Kruhovy visek uréenj tromi bodmi

Vstup:

Obrazok 2. Nastroje na konstrukciu oblukov a kruznic v DGS GeoGebra

Uloha: Vytvorte niekolko oblukov a kruznic v GeoGebre. Niektoré obluky pospajajte
a potom pouzite rozne farby a §tyly na vyfarbenie ¢iar a na vyplnenie kruznic, aby vznikol
pekny obrazok. Farby a $tyly sa menia kliknutim pravého tlacidla mySi na Gtvar a v menu

ktoré sa otvori, je potrebné vybrat prikaz viastnosti utvaru.

Obrazok 3. Obrazok z oblukov a kruznic

Vsimnite si, ze obluky na obrazku sa plynulo prelinaji. Na obrazku nie st viditené zlomy,
Vv ktorom sa obluky stretdvaju. Skiimajme, ako sa dé plynulé prelinanie oblukov zostrojit’.
Uloha: Otvorte program GeoGebra a vytvorte dva obluky ¢ a d, ktoré sa stretavaju v jednom

bode. Skusajte pohybovat bodmi ktoré uréuju obluky tak, aby miesto ich spojenie bolo



FEE Lifelong 74
S | carning 0 = /{fif 4
M Programme %ff' (/

plynulé. Uloha je jednoduchsia, ak narysujete priamku dant bodom, v ktorom sa obluky

stretavaju, a stredom Kruznice, na ktorej lezi jeden z oblikov.

Obrazok 4. Dva obluky, ktoré sa stretavaju v jednom bode, ostry prechod
Bodom D mézeme pohybovat’ tak, aby sa obluky spojili plynulym spdsobom. Dostdvame

obrazok nizsie.

Obrazok 5. Dva obluky, ktoré sa stretavaju v jednom bode, plynuly prechod

Pravdepodobne ste si v§imli, ze nutnou podmienkou pre plynuly prechod oblukov je, aby
stredy kruZznic, na ktorych lezia obliky a bod v ktorom sa obliky spajaju lezali na jedne;j

priamke. Vyuzitim tohto principu dokazeme vytvarat’ obrazky viacerych spojenych oblikov.
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Obrazok 6. Plynulo spojené obluky

Obrazok 6 sme vytvorili pomocou viacerych pomocnych priamok a kruznic, ktoré st vo
vyslednom obrazku skryté. Na obrazku 7 si vSetky pomocné priamky zobrazené. Vdaka
dynamickym vlastnostiam DGS GeoGebra je mozné pohybovat’ bodmi tak, aby sme dostali
obrazky S plynulymi prechodmi vSetkych oblukov. VSimnite si body leziace na jednej

kruznici a obliky leziace v opa¢nych polrovinach tvorenych jednou priamkou na obrazku 3.

Obrazok 7. Viac oblukov spojenych plynulym spésobom, pomocné priamky su zobrazené.

Uloha: Vytvorte vlastny obrazok podobny obrazku 7.
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4. Vajcia
Na obrazku 8 mozete vidiet’ niekol’ko vtacich vajec. Ako vidno, vajcia maju ré6znu vel'kost

ale maji podobny tvar. Niektoré su ,,SpicatejSie” a iné ,,oblejsSie™.

Obrazok 8: Vtacie vajcia (prevzaté z http://en.wikipedia.org/wiki/Egg_(biology) )

V dalej Casti vysvetlime a popiseme konstrukciu geometrickych ttvarov v tvare pozdizne
prekrojeného vajca; su to napriklad Gtvary na obrazku nizsie. Je zrejmé, ze pri konstrukciach

pouzijeme plynulo spojené obluky.

000

Obrazok 9: Geometrické ttvary v tvare vajca konstruované s vyuzitim DGS GeoGebra

5. Euklidovské vajce

Vo velmi peknej publikacii Roberta Dixona [1] je kapitola o ovéloch v tvare pozdizne
prekrojeného vajca. Autor ich, na zaklade konstrukcie iba pomocou pravitka a kruzidla,
pomenoval Euklidovské vajcia. V publikacii mézeme najst’ aj obrazky niekolkych takychto
vajec, hoci detaily konstrukcie nie st uvedené.

Pouzitim oblukov a kruznic dokazeme v DGS GeoGebra skonstruovat’ krivky v tvare vajca,

ktoré sa podobaju tvarom skuto¢nych vtaéich vajec. Konstrukcie jednotlivych tvarov sa vel'mi

5
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lisia. Po objasneni zakladného principu st konstrukcie relativne jednoduché, ale samotna

konstrukcia kazdého samostatného tvaru ma vela krokov a je ¢asovo narocna.

5.1. Moss vajce

Uloha: Pokiste sa pouzit’ obrazok 10 pri konstrukeii obrazku vajca s nazvom Moss vajce.

Obrazok 10: Moss vajce skonstruované v DGS GeoGebra

Stbor Upravy Vzhlad Nastavenia Nastroje Okno Népoveda
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F1 =Priesecnikdag

G=Priesetnikdag
H=Priesetnikeaf
uielosedka
= Kruinica cez B so stredom A
d = Kruinica cez D so stredom C /
e = Kruinica cez C so stredom D ‘
h = KruZnicovyODblak[E, G, F] '
k = KruZnicovyOblak[C, D, G] '
p = KruZnicovyOblik[D, F, C] )
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a=Priamka cezC,D '
il
1l

b= Priamka cez A kolma na a
f=Priamka cez D, E \
g=Priamka cezC,E .
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[ Nazov Definicia Hodnota
1 |[Bod A Prieseénik xOs a yOs A=(0,0)
2 |Bod B B=(11)
3 ||KruZnica ¢ KruZnica cez B so stredom A|jc: X2 +y2=2
4 |[Bod C Priese¢nik ¢ a xOs C=(-1410)
4 ||Bod D Prieseénik c a xOs D =(1.41,0)
5 ||Priamka a Priamka cez C, D a y=0
6 |[Priamka b Priamka cez Akolmanaa |b:x=0
7 |[KruZnica d KruZnica cez D so stredom C||d: (x + 1412 +y*=8
& ||KruZnica e KruZnica cez C so stredom Djje: (x - 1.41)2 +y*=8
9 |[Bod E<sub=<font size="-1"=1</font=</sub=|Priesecnik ca b E<sub=<font size="-1"=1</font=</sub> = (0, -1.41)
|9 ||Bod E Priesecnik ca b E = (0, 1.41)
[10|[Priamka f Priamka cez D, E F141x 141y = 2
11||Priamka g Priamka cez C, E g -141x+1.41y=2
12||Bod F<sub=<font size="-1"=1</font></sub>|Priesetnik da g F<sub><font size="-1">1</font></sub> = (-3.41, -2)
12||Bod G Prieseénikda g G =(059 2)
13||Bod H Prieseénik e a f H=(341 -2)
13|[Bod F Priese¢nikea f F =(-0.59, 2)
14][Oblik h KruznicowyObluk[E, G, F]  |h=13
15/[Obluk k KruznicovyObIGk[C, D, G]  |k= 222
16/[Oblik p KruznicovyObluk[D, F, C]  ||p = 2.22
17][0bluk q KruznicovyObluk[A, C, D] |lq = 4.44

‘ytvorené s GeoGebrou

Obrazok 11. Snimka obrazovky DGS GeoGebra s postupom konstrukcie

V konstrukcii na obrazku 11 je polomer dvoch velkych kruznic rovny priemeru prvej
narysovanej kruznice. Ak na priamke prechddzajicej priemerom zvolime dva nové body H
a | a vytvorime konstrukciu, dostaneme vajce, ktoré je trochu odlisné.

Uloha: V DGS GeoGebra vytvorte pracovny list tak, aby ste mohli menit’ polohu stredov
kruznic a experimentovat’ tak sroznymi tvarmi tohto typu vajca (pomodcka: pouZite

posuvnik).

Obrazok 12. Variacie Moss Vvajca

5.2. Vajce dané $tyrmi bodmi

Nasledujuci text popisuje konstrukciu vajca daného Styrmi bodmi.
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ikony | konstrukcia nazov
- narysujte priamku, najvhodnejSie je narysovat’ zvisli priamku, ktora | a
4 pripomina os y, hoci pri tejto konstrukcie nebudeme potrebovat
suradnice
= zvol'te bod na priamke a A
.
- bodom A narysujte kolmicu na priamku a b
zvol'te d’alsi bod na priamke a B
= narysujte kruznicu so stredom v bode A a prechadzajucu bodomB | ¢
>R/ oznacte C priese¢nik priamky a a kruznice € C
narysujte kruznicu so stredom v bode C prechadzajucu bodom B d
oznacte pismenami D,E priese¢niky priamky b a kruznice ¢ D, E
zostrojte priamku dantt bodmi C a B e
zostrojte priamku f dant bodmi E a C f
oznacte pismenom F priese¢nik kruznice d a priamky e F
oznacte pismenom G prieseénik kruznice d a priamky f G
zostrojte kruznicu g so stredom v bode D prechadzajicu bodom F g
zostrojte kruznicu h so stredom v bode G prechadzajicu bodom H h
oznacte pismenami H, | priese¢niky kruznice g a priamky b H, |
oznacte pismenami J,K priese¢niky kruznice h a priamky b J, K
s narysujte obluk k so stredom v bode C prechadzajici cez body G | k
—* | arF
narysujte p obluk so stredom v bode D prechadzajuci cezbody Fal | p

Konstrukcia by sa mala podobat” konstrukcii na obrazku 13.
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Obrazok 13. Body C aD su dva zo Styroch bodov, ktoré uréuju vajce. Zeleny a Cerveny
obluk su casti vajca odpovedajuce tymto dvom bodom.

Pokracovanie konstrukcie vajca daného Styrmi bodmi.

postup nazov
narysujte kruznicu g so stredom v bode A prechadzajucu cezbody ladJ | q
oznacte pismenom L priese¢nik priamky a a kruZnice g L
narysujte i priamku prechadzajucu bodmi | a L i
narysujte j priamku prechadzajicu bodmi J a L j
narysujete kruznicu r so stredom v bode J prechadzajiicu bodom | r
narysujete s kruznicu so stredom v bode I prechadzajicu cez bod J S
narysujete kruznicu t so stredom v bode L prechadzajucu cez bod B t
oznalte pismenom N priese¢nik kruznice r a priamky i N
oznalte pismenom P priese¢nik kruznice s a priamky j P
zostrojte obluk ¢, so stredom v bode J prechadzajice cez body 1 a N C1
zostrojte obluk d; so stredom v bode L prechadzajice cez body N a P di

Konstrukcia vajca daného $tyrmi bodmi je takmer hotova. Styri body, ktoré uréuju vajce, st
body C, D, J aL. Na obrazku 14 su obluky a im odpovedajice stredy zafarbené tou istou

farbou.
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Obrazok 14. Styri body a im odpovedajiice obluky.
Ostatné obluky tvoriace vajce s zostrojené pomocou osovej sumernosti a ked’ skryjeme
vSetky nazvy, kruznice a vicsSinu priamok (niektoré z nich nahradime seckami), dostdvame

kone¢nu podobu vajca dan¢ho Styrmi bodmi na obrazku 15.

Obrazok 15. Vajce dané $tyrmi bodmi

Poznamka: Nie je potrebné zostrojovat’ vSetky kruznice pouzité v konstrukcii kedze

v niektorych pripadoch vieme obluk zostrojit’ priamo.
5.3. Vajce dané piatimi bodmi

Na obrazku nizSie je vajce dané piatimi bodmi so vSetkymi pomocnymi priamkami

a kruznicami, ktoré st potrebné na jeho narysovanie.

10
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Obrazok 16. Vajce dané piatimi bodmi

Pét’ oranzovych bodov je pat bodov, ktoré uréuji obliky na pravej strane vajca a zelené body
st body potrebné na dorysovanie l'avej strany. Ked' skryjeme vSetky kruznice a priamky,
pri¢om niektoré z nich nahradime Gse¢kami, dostaneme obrazok 17 na ktorom je zobrazenych

aj pat’ bodov potrebnych na konstrukciu pravej strany vajca

Obrazok 17. Vajce dané piatimi bodmi

Uloha: Pouzite DGS GeoGebra alebo iny dynamicky geometricky softvér, zostrojte vajce
dané piatimi bodmi. Skuste posuvat’ polohu bodov aby ste videli, ako sa tvar vajca meni.
Poznamka: AK je vajce narysované spravne, vsetky body v ktorych sa obliky spéjaju by mali

zostat’ pri postvani plynulo spojené.

11
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Experimentovanie
Spodna ¢ast’ vajca daného piatimi bodmi je vytvorena Konstrukciou, v ktorej by sme mohli

pokracovat’. Vyberieme viac bodov na priamkach a vytvorime $piralu na obrazku 18.

/
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Obrizok 18. Spirala
Konstrukcia na obrazku 18 bola vytvorena iba pouzitim nastrojov: priamka, obluk a dva body.
Modré body moZeme postvat’, ¢im zmenime konStrukciu. Narysovanim useciek a skrytim

pomocnych priamok a bodov dostavame obrazok 19.

Obrizok 19. Spirala so skrytymi pomocnymi prvkami
Uloha: Narysujte vyssie zndzornent $piralu. Experimentujete s farbami, aby ste vytvorili ¢o
najkrajsi obrazok.
Uloha: Na web stranke http://mathworld.wolfram.com/ThomsEggs.html sa obrazky Thom
vajec [3]. Zostrojte dve vajcia len s vyuzitim kruznic, oblikov a priamok.
Uloha: Na internete najdite obrazok zlatého vajca a zostrojte ho s vyuzitim nastrojov DGS
GeoGebra: kruznica, obluk a priamka. (Obrazok mozete najst’ aj publikacii od Dixona [1].)

Uloha: Experimentuje s podobnymi konstrukciami a vytvorte vlastné obrazky .

12
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