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Euclidean Eggs

Freyja Hreinsdéttir, University of Iceland

1 Introduction

Ved hjelp af et computerprogram som GeoGebra er det nemt at lave geometriske konstruktioner.
Specielt er der gode varktgjer til at tegne buer og cirkler og stykke disse sammen s& man far skabt
objekter med forskellige former som f.eks. a&g.

2 Buer og cirkler

For at beskrive en cirkel behgver vi to ting: centrum og radius. Hvad skal vi kende for at beskrive en
bue? En bue er en del af en cirkel sa vi skal kende cirklen, dvs. centrum og radius samt hvor pa cirklen
buen begynder og hvor den slutter - eller eventuelt hvor den begynder og hvor lang den er.

Fig. 1 En bue pa en cirkel
I Geogebra er der adskillige veerktgjer til at konstruere cirkler og buer:

@ GeoGebra

File Edit View Options Tools Window Help

A . [N I'e . . Circle with Center through Point

2 Free Objects @ Circle with Center through Point
2 Dependent Objects

@ Circle with Center and Radius

C) Compass

O Circle through Three Points

P Semicircle through Two Points

.\ Circular Arc with Center between Two Points

‘/) Circumcircular Arc through Three Points

Q Circular Sector with Center between Two Points

Q Circumcircular Sector through Three Points
| i

Fig.2 Skeermbillede der viser veerktgjer til cirkler og buer.

Opgave: Konstruer nogle buer og cirkler med GeoGebra. Lad nogle af buerne fortseette over i
hinanden og brug forskellige udfyldningsfarver for at frembringe et flot billede. For at skifte farve og
stil skal du hgjreklikke pa et objekt og veelge "Egenskaber", sa dbnes en menu med mange muligheder.
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Fig. 3 Her er et billede lavet af buer og cirkler

Bemark at nogle af de sammensatte buer er sammenfgijet sa der ikke er knak - man kalder det en glat
sammenfgjning. Vi skal nu se pa hvordan det geres.

Opgave: Start GeoGebra og lav to buer ¢ og d som mgdes i et punkt. Prgv at flytte pa punkterne som
buerne er konstrueret ud fra indtil sammenfgjningen bliver glat. Det bliver nemmere hvis du tegner en
hjeelpelinje gennem sammenseatningspunktet og den ene cirkelbues centrum.

Fig. 4 To cirkelbuer der mades i et punkt

Ved at flytte rundt med punkt D kan du fa buerne til af mades i en glat ssmmenfgjning i B og fa et
billedet pa Fig. 5.
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Fig. 5 To cirkelbuer der er mgdes i en glat sasmmenfgjning

Du har sandsynligvis opdaget at en ngdvendig betingelse for at sammenfgjningen er glat er at centrene
for de to cirkler som buerne er dele af og sammenfgjningspunktet ligger pa linje. Denne betingelse er

ogsa tilstreekkelig hvis de to buer ligger pa hver sin side af linjen.

Ud fra dette princip kan vi konstruere et billede som dette:

Fig. 6 Mange buer fgjet glat sammen

Der er brugt mange hjeelpelinjer og cirkler som er skjult pa det feerdige bille men vist i billedet
nedenfor pa Fig. 7. Pa grund af dynamikken i GeoGebra er det muligt at flytte rundt pa punkterne og
fa forskellige billeder med glat sammenfgjede kurver sa leenge man opfylder betingelserne (at de tre
punkter skal ligge pa linje og de to buer ligger pa hver side af linjen - dette skal galde for hver

sammenfgjning).

Fig. 7 Mange buer med glatte sammenfgjninger konstrueret med de viste hjelpelinjer

Opgave: Lav dit eget billede i stil med det pa Fig. 6
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Nedenfor ser du et billede af forskellige fuglezeg. Som du kan se er de meget forskellige i starrelse
men ret ensartede i form, selv om nogle er spidsere end andre.

Fig. 8 /&g (fra http://en.wikipedia.org/wiki/Egg_(biology) )

Vi kan bruge buer til at konstruere agformede figurer som dem pa Fig. 9 nedenfor. Hvordan det gares
bliover forklaret i naeste afsnit.

000

Fig. 9 Et Moss &g, et fire- og et fempunktsaeg konstrueret med GeoGebra

5 Euklidiske aeg

I den anbefalelsesveerdige bog Mathographics af Robert Dixon [1] er der et kapitel om a&gformede
figurer (ovaler) kunstrueret med passer og lineal. Forfatteren kalder dem euklidiske &g og viser
forskellige billeder af forskellige eksempler uden dog at demonstrere hvordan konstruktionerne er
udfert (Dixon (1987), pp. 3 - 11).

Af buer og cirkler kan vi konstruere disse egformede kurver der ligner tveersnit af rigtige a&g. Det er
meget varierende hvor komplicerede konstruktionerne er. Principperne er forholdsvis enkle nar farst
man har gennemskuet dem men til gengeeld kan det tager lang tid at udfgre dem da der er mange
detaljer.

5.1 Moss-ag

Opgave: Prov at lade dig inspirere af Fig. 10 til at konstruere dit eget Moss-&g.
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{® GeoGebra - Moss_ega.ggb
File Edit View Options Tools Window Help
e < Drag or select objects (Esc) -
53 Erea Ohiact: x N . I
on on Protoco N -
" File View Help
& No |Name ‘Deﬁnmon ‘Va\ue
1 Poirt A A =(0,0)
2 PaintB B=(1,1)
3 Linea ax=0
4 Circle ¢ Circle through B with  c)@+y?=2
5 Lineb Line through A hy=0
6 Point C Intersection point of ¢, ©={-141,0)
6 PointD Intersection point of ¢, D =(1.41,0)
7 Circled Circle through D with o (x+ 141 +y*=8
§ Circle e Circle through Cwith & (- 1412+ =8
9 FointE Intersection point of ¢, E =(0, 1.41)
10 Line f Line through D, E f-141%-141y=-2
411 Lineg Line through C, E g-141x+ 141y =2
12 [Point F Intersection point of & fF = {-058, 2)
| 13 Point G Intersection point of d, G =({0.59, 2}
14 |Arch Circulararc[E, G, F]  h=13
15 Arc k CircularArc[C, D, G] k=222
16 Arcp CircularArc[D, F,C]  p=222
17717
@ Input ‘ |0( VHCommaﬂd V‘

Fig. 11 Skaermbillede fra GeoGebra med konstruktionsbeskrivelsen

| konstruktionen pa Fig. 11 er radius for de to store cirkler lig med diameteren for den farste cirkel der
er tegnet. Hvis vi afsatter nye punkter H og | pa diameterlinjen og gennemfarer konstruktionen med

passene justeringer far vi et &g der ser lidt anderledes ud - se Fig. 12.

Opgave: Lav dig et GeoGebradokument hvor du kan variere placeringen af centerpunkterne ovenfor af

derved eksperimentere med forskellige former af samme type. (vink: brug en skyder).
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Fig.12 Variationer over Moss-a¢

5.2 Firepunktsaeg

Vi skal nu se pa hvordan man tegner et sakaldt firepunktseeg.

Ikon Konstruktion Navn
Det er lettest med en lodret linje, f.eks. y-aksen, selv

o om koordinater ikke er ngdvendige undervejs i a
konstruktionen.

oA Afsat et punkt pa a A

E] Oprejs den normalen til a i punktet A b
Afszt et andet punkt pd a B

® Tegn en cirkel gennem B med centrum A c

X Konstruer det andet skaeringspunkt mellem a og ¢ C
Tegn en cirkel gennem B med centrum i C d
Konstruer skaeringspunkterne mellem ¢ og b D, E
Tegn en linje gennem D og C e
Tegn en linje gennem D og E f
Konstruer skaeringspunkterne mellem d og e F
Konstruer skaringspunkterne mellem d og f G
Tegn en cirkel gennem F med centrum i D g
Tegn en cirkel gennem G med centrum i E h
Konstruer skeeringspunkterne mellem g og b H, I
Konstruer skaeringspunkterne mellem h og b J, K

Tegn en bue med centrum C gennem G og F k
Tegn en bue med centrum D gennem F og | p

Nu skulle du gerne have en konstruktion der nogenlunde ligner den pa Fig. 13.
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Fig.13 Punkterne C og D er to af de fire punkter der bruges til at konstruere &gget. Den grenne og den
rgde bue er dele af agget svarende til de ti punkter.

f

Vi fortsaetter konstruktionen af firepunktsagget.

Konstruktion Navn
Tegn en cirkel med centrum A gennem | og J q
Konstruer skeeringspunktet mellem a og q L
Tegn en linje gennem | og L i
Tegn en linje gennem J og L j
Tegn en cirkel med centrum J gennem | r

Tegn en cirkel med centrum | gennem J

S

Tegn en cirkel med centrum L gennem B t
Konstruer skeeringspunktet mellem cirklen r og linjeni | N
P

Konstruer skeeringspunktet mellem cirklen s og linjen j

Tegn buen med centrum J gennem | og N Cy

Tegn buen med centrum L gennem N og P d;

Nu er vi ngsten feerdig med at konstruere firepunktsaegget. De fire punkter der bestemmer &gget er C,
D, J og L som kan ses pa Fig. 14 nedenfor hvor farver er brugt til at fremheaeve sammenhangen
mellem punkter og buer.
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Fig. 14 De fire punkter med tilhgrende buer markeret med farver.

De resterende buer til &gget konstrueres ved at udnytte symmetri og hvis vi skjuler alle etiketter,
cirkler og de fleste linjer (og erstatter nogle af dem med linjestykker) far vi til sidst &egget pa Fig. 15.

Fig. 15 Feerdigt firepunktsaeg

Bemaerkning: Det er faktisk ikke ngdvendigt at konstruere alle de cirkler der blev konstrueret
undervejs for nogle af buerne kan konstrueres direkte. Overvej.
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5.3 Fempunktsaeg

Pa Fig. 16 nedenfor ser du et fempunktsaeg med alle hjelpelinjer og -cirkler.

\ v / /

Fig. 16 Fempunktsag

De fem orange punkter er de fem punkter der der skal til for at konstruere buerne pa a&ggets hgjre side
medens de grenne punkter er dem der skal bruges til venstre side. Hvis vi skjuler alle cirkler og linjer,
erstatter nogle linjer med linjestykker far vi billedet pa Fig. 17 med de fem punkter til hgjre side af
&gget.

Fig. 17 Fardigt fempunktsaeg

Opgave: Brug GeoGebra eller et andet dynamisk geometriprogram til at konstruere et fempunktsaeg.
Prov at treekke i punkter for at se hvorledes formen af eegget a&ndres.

Bemaerkning: Hvis &egget er konstrueret korrekt vil alle ssmmenkoblinger af buestykker forblive glatte
efter at der er trukket i punkterne.
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Eksperimenter

Den nederste halvdel af fempunktsagget viser et konstruktionsprincip der kan fortseettes, dvs. man kan
vaelge flere punkter pa linjestykkerne og skabe en spiralagtig figur som denne:

Fig.18 En spiral

Konstruktionen pa Fig. 18 er udfart alene med vearktgjerne til linjer og buer og de to punktvearktgijer.
Vi kan traekke i alle de bla punkter og @ndre konstruktionen. Skjuler man linjer og tilfgjer linjestykker
far man denne:

Fig. 19 Spiralen fra Fig. 18 med linjer og etiketter skjult.
Opgave: Konstruer spiralen ovenfor. Eksperimenter med farver for at fa et panere billede.

Opgave: Pa http://mathworld.wolfram.com/ThomsEggs.html er der et billede af Thom's &g [3].
Konstruer de to &g ved hjelp af cirkler, buer og linjer.

Opgave: Led efter "golden egg" pa internettet for at finde et billede af Det gyldne Ag og konstruer det
ved hjelp af cirkler, buer og linjer (et billede kan ogsa findes i Dixons bog [1])

Opgave: Ekspirementer med lignende konstruktioner og lave dine egne.
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