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Konnun 2 x 2 fylkja — fyrri hluti

Freyja Hreinsdottir
Haskoli {slands

1 Inngangur

[ GeoGebra 4.0 er haegt ad hafa tv teiknibord opin samtimis i stad adeins eins. Hagt er ad notfzera sér
petta til ad skoda varpanir fra planinu yfir i planid. Hér i fyrri hlutanum skodum vid nokkra slika
moguleika og aframhald er i seinni hlutanum Kénnun 2 x 2 fylkja — seinni hluti. { eldri atgafum
GeoGebru er notad ordid Myndagluggi i stad Teiknibords.

2 Fraeoi

begar vio skodum fall f fra R yfir i R pa teiknum vid oft graf pess annad hvort i hondunum eda med
pvi ad nota tdlvuforrit. Graf fallsins er pa mengi allra punkta i planinu sem eru & forminu (x, f(x)).
Ef vid héfum fall T: R? —» R? pyrftum vid i rauninni fjérar viddir til ad skoda svipad punktmengi
p.e.a.s. mengid (x,y, T1(x,¥), To(x,y)), par sem T, gefur fyrra hnit myndarinnar og T, pad sidara, svo
petta er ekki haegt. Hins vegar, ef vid hugsum okkur ad vid séum med tvo afrit af planinu pa getum vid
skodad myndir hluta i 6dru planinu i hinu planinu.

Mynd 1 Vérpun T: R? - R2

Fall T: R? - R? er vanalega kallad vérpun fra R? yfir i R?. Sérstaklega ahugaverdar eru varpanir
sem hafa eftirfarandi tvo eiginleika fyrir alla vigra u og v i R?og allar rauntélur c:

a) T(cu) =cT(u)

b) T(u+v)=Tw +T(v)
Slik vorpun kallast linuleg vorpun og hefur pann eiginleika ad hagt er ad lysa henni med fylki p.e. til
erfylki 4 = ()"

az

linulega vérpun R? — R? svo pessi tvo atridi eru jafngild (sja nanar i hvada kennslubok, i linulegri
algebru, sem er t.d. [1]).

a .
a;z) pannig ad T(u) = Au. Ofugt, b4 hofum vid fyrir sérhvert fylki skilgreinda

Da@mi um linulegar varpanir eru strikkanir/herpingar, utvikkanir/pjappanir, speglanir, snuningar og
skekkingar. Per eru skodadar betur 1 kaflanum Kénnun d 2 x 2 fylkjum — seinni hluti.
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3 Notkun GeoGebra

Hér fyrir nedan i skjamynd ur GeoGebra:

u
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Mynd 2 Mynd einingarfernings undir linulegu vérpuninni sem fylkid M skilgreinir.

Teiknibord 2 og toflureiknir fast med pvi ad velja pau undir skoda. Hér hofum vid skilgreint
einingarferninginn med pvi ad nota marghyrningsverkfaerid og endurskirt hann svo. Fylkid M var
skilgreint med pvi ad nota toflureikninn. Eftir ad fylkid hefur verid skilgreint er skipunin BeitaFylki
notud til ad f4 mynd einingafernings undir voérpuninni sem M skilgreinir.

Fylkid er skilgreint med pvi ad sla stok pess inn i toflureikninn, velja pau med musinni, hagrismella
og velja Bua til. P4 opnast nyr listi og ur honum er valid Fylki.
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Mynd 3 Fylki btid til med pvi ad nota to6flureikni.

Onnur, liklega audveldari, leid til ad skilgreina fylki er ad sla pad beint inn i inntaksreit sem lista af
listum, p.e. sla inn {{3, 0}, {0, 1}}.

Verkefni: Buid til vinnublad eins og hér fyrir ofan. Profid ad breyta skilgreiningu fylkisins i
toflureikninum.
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Athugid: eftir ad Teiknibord 2 hefur verid valid undir Skoda pa opnast pad fyrir framan teiknibordid
sem fyrir er.

u
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Mynd 4 Teiknibord 2.

Teiknibordid er virkjad med pvi ad smella & pad svo ef smellt er a Teiknibord 1 og pvi naest gefin
skipun i inntaksreit pa birtist mynd af nidurstodu & teiknibordi 1. Ef mynd lendir évart 4 60ru
teiknibordi en @tlad var pa ma breyta pessu undir flipanum Meira i eiginleikum hlutar (faest med pvi
a0 hegri smella 4 hlut) svo pad er audvelt ad gera leidréttingar og flytja hluti milli teikniborda eftir &.
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Mynd 5 Hlutir fluttir milli teikniborda.
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4 Samlagningar-og einsleitnieiginleikar linulegra varpanna
Fyrir sérhverja linulega vorpun T: R? — R? héfum vid eftirfarandi eiginleika:

a) T(cu) =cT(u)

b) T(u+v)=Tw +T(v)
fyrir alla vigra u og v i R? og allar rauntélur c.

bessa eiginleika er audvelt ad skoda med pvi ad nota teiknibordin tvd i GeoGebru:
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Mynd 6 Samlagningar-og einsleitnieiginleikar syndir

5 Linulegar varpanir og linur

Vid skodum nu ahrif linulegra varpana a linur. Par sem vid viljum geta breytt skilgreiningu fylkisins,
sem vid notum, pa skilgreinum vid pad med pvi ad nota rennistikur a, b, c og d. Petta er gert med pvi

ad velja verkfaerid og smella & teiknibordid. Pegar rennistikurnar hafa verid skilgreindar pa
skilgreinum vid fylkio i inntaksreit med {{a, b}, {c, d}}. P4 verdur til fylki med nafnid fylkil en med
pvi ad haegrismella 4 pad i algebruglugga getum vid endurskirt pad M. Vid opnum Teiknibord 2 med
pvi ad velja pad undir Skoda.

Skilgreinum nt linu e gegnum punktana (0,0) og (1,1) med pvi ad nota linuverkfeerid el . Setjum

gildi rennistikannaa = 1, b = 0, ¢ = 0, d = 1, smellum & hreyfiverkferid % og pvi naest &
Teiknibord 2 til ad virkja pad. Ef vid slaum nu inn i inntaksreit BeitaFylki[M, e] pa faum vid mynd af
linunni e undir vorpuninni sem M lysir 4 teiknibordi 2. bar sem M er hlutlausa fylkid faum vid ad
sjalfsdgou somu linu og 4dur.

Verkefni: B0 til GeoGebruvinnublad eins og lyst er hér fyrir ofan. Gerid tilraunir med ad breyta
gildum 4 g, b, ¢ og d og kannid ahrif pess 4 mynd linunnar. Profid sér i lagi ad setjaa =1, b =-1,c =1
og d = -1. Hvada mynd faum vid i pessu tilviki af linunni?

Skilgreinid ni nyja linu £, gegnum punktana (2,0) og (0,4) og beitid fylkinni & hana. Gerid tilraunir
med gildi @, b, ¢ og d eins og adur. Fyrir hvada gildi & pessum stikum verdur linan Mf éskilgreind?
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Verkefni: Fyrir somu adstedur og hér fyrir ofan, skilgreinid tver linur sem eru samsida linunni e (petta

ma audveldlega gera med pvi ad nota verkfeeri fyrir samsida linur I=—_I) og beitid fylkinu 4 peer. Eftir
hverju takid pid vardandi myndir pessara lina?

u
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Mynd 7 Jofnur linanna sem sjast i Algebruglugganum eru hér a stikaformi. Hegt er ad breyta pvi 4
hvada formi par eru syndar med pvi ad haegrismella 4 j6fnuna og velja mismunandi form.

6 Onnur leid til ad skoda linulegar varpanir

Hegt er ad nota adra leid til ad skoda ahrif linulegra varpanna a linur (eda adra hluti). Ef vid skodum

linulegu vorpunina 7 sem gefin er med fylkinu M = (Ccl Z

T, (x,y) = ax + by

) b4 ma skrifa hana sem

T,(x,y) = cx +dy.

i vinnubladinu okkar hér 4 undan eydum vid myndum linanna af teiknibordi 2 en holdum sému linum
a teiknibordi 1. Vid notum punktaverkfaerid til ad bua til punkt £ 4 linunni e og smellum 4 teiknibord 2
til ad virkja pad. Skrifum i inntaksreit (a*x(E)+b*y(E), c*x(E)+d*y(E)). Pa verour til punktur F (4
teiknibordi 2) sem er mynd £ undir vérpuninni sem M skilgreinir. Notum nt hreyfiverkfeerid til ad
hreyfa punktinn E eftir linunni e og sjdum pa punktinn F hreyfast 4 teiknibordi 2. Til ad sja mynd F
betur hegrismellum vid & punktinn F og veljum S/6d synd. Pegar vid hreyfum svo punktinn E eftir
linunni e pa myndar punkturinn F sl60 sem er lina 4 teiknibordi 2.

u

F |
Punktur F: (@ x(E) + b y(E), c x(E) + d y(E))
E Skauthnit

v “- Syna hlut
v ~+ Syna merki

 Afrita i inntaksreit

[/ Endurnefna
7 Eyda

_ [=Eiginleikar hlutar ...

Mynd 8 Hegrismellid 4 hlut og veljid Slod synd. Ef hlutur er hreyfour skilur hann eftir s160 &

=
teiknibordinu. Til ad hreinsa sl6dina notum vid = Nygleda myndaglugga undir Skoda.
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Verkefni: Endurtakid pad sem gert var hér fyrir ofan fyrir nokkur mismunandi gildi 4 a, b, c og d.

7 Olinulegar varpanir

Adferdina hér fyrir ofan ma nota 4 fleiri varpanir en linulegar. Skodum t.d. vérpunina U sem er gefin
meo
(x,y) = (x- ¥, ).

Vi0 holdum afram med vinnubladid hér 4 undan og punktinn £ a linunni e. Vid faum ¢ = U(E) med
pvi ad skrifa i inntaksreitinn

(x(E) * y(E), y(E)).

Ef vid veljum ad syna sl60 G og hreyfum punktinn £ eftir linunni e pa kemur U (e) fram sem s160 G a4
teiknibordi 2.
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Mynd 9 Mynd linanna undir 6linulegu vorpuninni (x,y) = (x - y,y).
A myndinni sjaum vid tvo ferla sem virdast vera fleygbogar par sem x er annars stigs fall af y. Linan f
hefur jofnunay = —2x + 4edax = 4_73' og U ((4—73/ ,y)) = (4—731 "y, y) svo mynd linunnar ma

Iysa med x = ‘L_Ty -y sem er jafha larétts fleygboga.

Verkefni: Kannid myndir linanna tveggja undir vorpun sem gefin er med (x,y) — (x2,y?). Eru
myndir linanna svipadar? Hver er munurinn og hvers vegna fest hann?

Buid til ykkar eigin varpanir og skodid myndir linanna undir peim.
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8 Fylki og hringir

Vid skodum nu virkni hornalinufylkis 4 hring p.e.a.s. hvernig punktur & hring gefur sl63 sem er
sporbaugur pegar 4 hann er beitt vorpun sem lyst er med hornalinufylki.
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Mynd 10 Hringur gefinn sem sl6d 4 teiknibordi 1 og mynd hans sem sl6d a teiknibordi 2.

1/4 0 cx
0 1). Smellio a

myndaglugga 2 til ad virkja hann og skrifid M*v i inntaksreitinn. Skilgreinid punkta 4 og B sem
endapunkta vigranna v og M*v, hagrismellid & pa og veljid SI6d synd. Hreyfid nt rennistikuna a.

Punkturinn 4 gefur s160 sem er hringur a teiknibordi 1 og punkturinn B gefur sl60 sem er sporbaugur &
teiknibordi 2.

Skilgreinid rennistiku a, vigur v = (cos(a), sin («)) og fylki M = (

Vid getum skodad petta fyrir almennt hornalinufylki med pvi ad skilgreina tver rennistikur a og b og

skilgreina fylkid M = (g 2) Fyrir sérhver gildi 4 a og b gefur punkturinn B s160 sem er

2 2
sporbaugurinn z—z + ;]—2 = 1 pegar rennistikan a tekur gildi fra 0 upp 1 360. Petta ma profa med pvi ad
skilgreina sporbauginn i inntaksreit og sja til pess ad hann lendi 4 teiknibordi 2.
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Mynd 11 Mynd hrings undir vorpun sem gefin er med hornalinufylki



JEER Lifelong 74
(G L carning 9 A&
WM Programme %éﬁ (7

Verkefni: Kannid hver mynd einingarhringsins verdur ef pid skodid almennt fylki { stad hornalinu—
fylkis. Skilgreinid tvaer nyjar rennistikur ¢ og d og skodid notid fylkid M = (Z C).

bad er lika mogulegt ad skilgreina hring ¢ og nota skipunina BeitaFylki/M,c] til ad f4 sporbauginn a
teiknibord 2.

4 4_

T 11
1\1_(10)34 .
2 2

Mynd12 Sporbaugur sem mynd linulegrar vérpunnar

GeoGebra gefur jofnu sporbaugsins og vid getum notad skipunina Brennipunktur til ad fa brenni—
punktana. Ef vid viljum reikna jofnurnar { hondunum pa gerum vid eftirfarandi: ef vid notum « og v
fyrir hnitin & teiknibordi 2 pa héfum vid fyrir fylkid M 4 mynd 12 ad u = x + y og v = x. Vid skrifum
svo x og y sem fOll af u og v. Sidari jafnan gefur beintad x =vogu =x +ygefury=u—x=u—v.
Jafna hringsins er x2+ y? = 4 sem gefur v2+ (u — v)? = 4 p.e. u? — 2uv+ 2v% = 4. bad ma
audveldlega sannreyna petta med pvi ad sl sidustu jofnuna inn i inntaksreit.

9 Flatarmal myndar einingarfernings

Vid skodum hér flatarmal myndar af einingarferningi undir linulegri vérpun. Vid byrjum 4 ad bua til
vinnublad med badi teiknibord opin, skilgreinum fjorar rennistikur a, b, ¢ og d og fylkid M =

(Ccl Z) Vid notum p vi nest marghyrningaverkferio e

hornpunktana (0,0), (1,0), (1,1) og (0,1) a teiknibordi 1. Notum svo skipunina BeitaFylki til ad fa
mynd ferningsins undir vérpuninni sem M skilgreinir.

til a0 bua til einingarferning med

u
@00
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Mynd 13 Mynd einingarfernings undir vorpuninni sem M skilgreinir.
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Vid gerum tilraunir med fylkid fyrir ofan og konnum flatarmal myndarinnar. Petta er audveldara ef vid
latum stigheekkun allra rennistika vera 1.

Verkefni: Buid til vinnubladid sem lyst er fyrir ofan og setjio gildia = 1,b = 0,c = Oogd = 1.
Hvernig litur mynd einingarferningsins ut i pessu tilfelli og hvert er flatarmal hennar? Breytid nu gildi

b 1 1. Hvert er flatarmal myndarinnar? Pad er audveldast hér ad nota flatarmalsverkfaerid i
GeoGebru.

Verkefni: 1 pessu verkefni setjum vid fram tilgatu ad formulu fyrir flatarmali myndar
einingarferningsins undir vérpuninni sem gefin er med M. Vid holdum afram kénnunum a flatarméalinu
med pvi ad breyta gildi rennistikanna og skré gildi flatarmalsins 1 hverju tilviki:

a) Haldid a= 1,c = 0,d = 1, og breytid gildinu & b pannig ad b = =1,b = 2,b = 3
osfrv. Hvada ahrif hefur gildi 4 4 flatarmal myndarinnar?

b) Setjid a = 2,a = 3 osfrv. og haldid hinum gildunum féstum. Hvernig hefur gildi a ahrif &
flatarmalid? Hvad gerist med flatarmalid ef a er neikvaed tala?

c) Gerid nu eins fyrir d og adhugid ad lokum flatarmalid fyrir a = 2, d = 2 og a = 2,
d = 3.

d) Hugsanlega erud pid ntina komin med einhverja tillogu ad formulu fyrir flatarmalid ef gefio er
ad ¢ = 0. Latido ni a, b og d fa gildid 1 og kannid hvert flatarmalid er fyrir eftirfarandi gildi &
c:—2,-1,0,1,2,3.

e) Skrifid nidur formulu (i @, b, ¢ og d) fyrir flatarmali myndarinnar og profid hana fyrir nokkur
mismunandi gildi & pessum stikum. Par sem flatarmal er alltaf jakveett verdid pid ad nota
tolugildi i formulunni.

10 Akvedur og andhverfur

[ kaflanum hér 4 undan hafid pid vonandi komist ad peirri nidurstodu ad flatarmal myndarinnar sé
lad — bc|. Petta er tolugildid af dkvedunni af fylkinu M, skilgreint sem det M =ad — bc.

Verkefni: Notid vinnublad tr fyrri kafla og finnid gildi & a, b, c og d (ekki 6ll 0) pannig ad akvedan sé
0. Hvernig litur myndin ut { pessu tilviki?

Verkefni: Haldid afram med vinnubladid hér 4 undan og setjida=0,b=1,c=1and d=0.
a) Hvernig litur myndin af einingarferningnum ut nuna? Hvao er det M =ad — bc?

b) Til ad skoda myndina betur 14tid p4 GeoGebru syna néfn hornpunkta einingarferningsins
(petta er gert med pvi ad haegrismella 4 hvern punkt og velja ‘Syna merki’). Gerid pad sama
fyrir mynd einingarferningsins. Hornpunktur med nafnid 4 i einingarferningnum varpast 4
punkt med nafnid 4 4 teiknibordi 2. Hver er virkni fylkisins M?

. . N . _ (0 1 (1 1 (1 1
¢) Gerid nu pad sama fyrir nokkur 6nnur fylki, M = (2 0),M = (3 1) and M = (1 3).

Reiknid einnig dkvedur fylkjanna.
d) Setjio fram tilgatu um merkingu neikvaedrar akvedu.
Fyrir fall f fra R yfir i R er andhverfa stundum skilgreind, t.d. ef f(x) = 3x — 1 pa héfum vid
andhverfuna g(x) = XTH bvi f(g(x)) = x og g(f(x)) = x. Sama gildir um varpanir T: R? - R?,

stundum er andhverfa til og andhverfur linulegra varpanna eru sérlega einfaldar pvi par eru einnig
linulegar varpanir og pvi haegt ad gefa paer med fylkjum. Ef linuleg vorpun 7, gefin med fylki M, hefur

andhverfu W sem gefin er med fylki N pa er margfeldi M og N hlutlausa fylkid I = (1 0). Vid

0 1
segjum i pessu tilfelli ad fylkin séu andhverfur hvors annars.
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Mynd 14 Margfeldi fylkja

Naudsynlegt skilyrdi pess ad fylki N sé andhverfa M er ad NMS falli saman vid S. Petta er hins vegar
ekki negjanlegt skilyrdi pvi annad hvort fylkid geti falid i sér speglun (samanber fyrra verkefni).

Verkefni: B0 til vinnubladid fyrir ofan. Latid stighaekkun 4 6llum rennistikunum vera 0.5 og finnid

gildi & rennistikunum e, f; g og & pannig ad NMS falli saman vid S. Reiknid dkvedur fylkjanna og
margfeldi akvedanna.

Verkefni: Setjid fram tilgatu um andhverfu M = (Z Z)

Verkefni: Breytio gildum M pannigada = 2, b = 1, ¢ = 0Oogd = 1.Finnid gildide, f, gogh
pannig ad NMS falli saman vid M. Stendur fyrri tilgata ykkar um andhverfu? Reiknid dkvedur
fylkjanna og margfeldi peirra.

Verkefni: Setjid fram tilgadtu um sambandid milli dkveda fylkjanna tveggja. Profio tilgdtuna med pvi
ad breyta gildum a, b, c og d og finna andhverfuna fyrir nyja fylkio.

Verkefni: Setjio fram nyja tilgatu um andhverfu M = ((Cl Z) Profid tilgatuna med pvi ad margfalda

med M. Svarid ®tti ad vera (é (1)) p.e. hlutlausa fylkid sem varpar einingarferningnum i

einingarferninginn.

Verkefni: Breytio ni gildum M pannigada=1,b=1,c=3 ogd=1. Finnid gildi 4 ¢, /, g og / pannig
ad NMS falli saman vid S. Kannid hvort NM = /. burfid pid ad endurskoda tilgatu ykkar um
andhverfuna?
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