
Föll skilgreind á bilum 
Freyja Hreinsdóttir 

Háskóli Íslands 

1 Inngangur 
Í hagnýtum verkefnum koma oft upp föll sem skilgreind eru á bilum (t.d föll sem lýsa 
póstburðargjaldi). Slík föll eru líka oft notuð sem sýnidæmi þegar verið er að útskýra markgildi og 
ósamfelldni. Með því að nota kvik rúmfræðiforrit eins og t.d. GeoGebru er mögulegt að skoða slík föll 
vel og hægt er að nota rennistikur til að kanna hvernig breyta má skilgreiningum þeirra til að skapa 
samfelld föll, diffranleg föll osfrv.  

2 Skilgreining falla á bilum í GeoGebru 
Í GeoGebru eru tvær leiðir til að skilgreina föll á bilum; með því að nota skipunina Fall eða með því 
að nota skipunina Ef.  

 
Mynd 1 Til að skilgreina fallið á myndinni skrifum við Ef[x < 2, 2x, x^2] í inntaksreitinn. 

 

Það er líka hægt að skrifa Fall[2x,-∞,2] og Fall[x^2,2,∞] til að fá sama graf en þá eru tvö föll skil–
greind í stað eins. Ef skipunin hefur þann kost að hægt er að reikna t.d. afleiðu fallsins beint.  

Ef við höfum þrjú bil er hægt að nota Ef skipun inni í Ef skipun t.d. gefur 

Ef[x < 2, x², Ef[x < 3, x + 2, 10 - x]] 

myndina hér fyrir neðan: 
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Mynd 2 Fallið 𝑓(𝑥) er skilgreint á þremur bilum. Afleiða þess, 𝑔(𝑥) er sýnd með rauðu. Afleiðan er 

óskilgreind í x = 2 og í x = 3. 

3 Rennistikur 
Með því að nota GeoGebru er mjög auðvelt að kanna áhrif þess að breyta gildi stika sem koma fyrir í 

skilgreiningu falls. Slíkur stiki er skilgreindur með því að velja rennistikuverkfærið   og smella á 
myndaglugga. Þegar það er gert opnast lítill gluggi: 

 
Mynd 3 Í þessum glugga má stilla ýmislegt svo sem lengd bils, stighækkun ofl. 

Eftir að rennistika b hefur verið skilgreind er hægt að nota hana í skilgreiningu falls t.d. 𝑓 𝑥 =   𝑥! +
  𝑏, og hægt er að breyta gildi hennar með músinni. 

4 Rennistikur notaðar til að skilgreina samfelld föll á bilum 
Við skoðum eftirfarandi viðfangsefni: ákvarðið gildi stikanna  a, b og c þannig að fallið  

ℎ 𝑥 =
𝑥 − 𝑎                                    ef  𝑥 <   −1
𝑥! +   𝑏          ef   − 1   ≤ 𝑥   ≤ 3
𝑐 − 𝑥                                  annars  

 

sé samfellt. 

Við leysum þetta með því að skilgreina þrjár rennistikur a, b, c og notum tvöfalda Ef skipun til að 
skilgreina ℎ(𝑥). Gildi þessara rennistika má síðan auðveldlega breyta með músinni þannig að fallið 
verði samfellt. 
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reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
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another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
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become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Mynd 4 Við breytum skilgreiningu fallsins með því að breyta gildi rennistikanna.  

Þegar við breytum gildi rennistikanna flytjast gröfin upp eða niður svo það er mjög auðvelt að finna 
gildi þannig að fallið sé samfellt.  

Verkefni: Skilgreinið fallið hér fyrir ofan í GeoGebru og finnið gildi rennistika sem gera það samfellt. 
Eru til fleiri en ein lausn? Leysið verkefnið einnig á algebrulegan hátt. 

Viðfangsefnið verður flóknara ef stikarnir stjórna ekki aðeins staðsetningu heldur einnig lögun 
grafanna. 

Verkefni: Skilgreinið fallið  

𝑔 𝑥 =
𝑥 + 5                                    ef  𝑥 <   −1
𝑎𝑥! +   𝑏          ef   − 1   ≤ 𝑥   ≤ 3
10 − 𝑥                                  annars  

 

í GeoGebru og finnið gildi á a og b þannig að fallið sé samfellt. Leysið viðfangsefnið einnig 
algebrulega. 

5 Diffranleg föll 
Í viðfangsefnum líkt og hér fyrir ofan er mjög áberandi að stundum fáum við horn eða brot í fallið þar 
sem bilin mætast. Þetta er vegna þess að þrátt fyrir að fallið sé samfellt þá er það ekki diffranlegt.  

Afleiða fallsins f(x) í x = a er skilgreind sem markgildi kvótans ! !!! !  !(!)
!

 þegar h stefnir á 0 og 
fallið er diffranlegt í x = a ef markgildið er til. Þetta markgildi er hallatala snertilínu við graf f(x) í 
punktinum (𝑎, 𝑓(𝑎)). Nauðsynlegt skilyrði þess að markgildið sé til er að það sé það sama hvort sem 
við nálgumst x – gildið a frá hægri eða frá vinstri. Við getum hugsað um markgildið sem hallatölur 
sniðla gegnum punktana (𝑎, 𝑓(𝑎)) og (𝑎 + ℎ, 𝑓(𝑎 + ℎ)) sem nálgast snertilínuna þegar h fer stefnir á 
0. Þegar brot er í fallinu þýðir það að markgildin eru til frá vinstri og frá hægri en þau eru ekki jöfn.  
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Mynd 5 Sniðlar sem nálgast snertil í ákveðnum punkti 

Verkefni: Skoðið það sem lýst var hér fyrir ofan með því að skilgreina snertil við f(x) í x = 2 (notið 

snertlaverkfærið  ), skilgreinið rennistiku h og línu gegnum punktana (2 +   ℎ, 𝑓(2   +   ℎ  )) og 
2, 𝑓 2 . Notið því næst músina til að breyta gildum á h og fylgist með sniðlinum nálgast snertilinn. 

Hér fyrir neðan lýsum við hvernig hægt er að tengja tvö diffranleg föll til að fá fall, skilgreint á bilum, 
sem er bæði samfellt og diffranlegt í punktinum þar sem bilin mætast.  

Opnum GeoGebru vinnublað og skilgreinum fjórar rennistikur b, c, d og e. Skilgreinum tvö annars-
stigs föll 𝑓 𝑥 =   −𝑥! +   𝑏𝑥 + 𝑐 og 𝑔 𝑥 = 𝑥! +   𝑑𝑥 + 𝑒 og finnum gildi á stikunum þannig að  
1, 𝑓 1 = 1,𝑔 1 . Þetta tryggir að gröf fallana skerast í þessum punkti. Notum nú snertlaverkfæri 

til að fá snertla við bæði föllin þar sem þau skerast.   

 
Mynd 6 Gröf fallanna skerast í 𝑥   =   1 en snertlarnir eru ekki eins. 

Ef við skilgreinum nú fall ℎ(𝑥) á bilum þannig að 

ℎ 𝑥 =    𝑓 𝑥           ef  𝑥   ≤ 1
𝑔 𝑥               annars  

þá fáum við fallið hér fyrir neðan: 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Mynd 7 Fallið ℎ(𝑥) (svarta grafið) er ekki diffranlegt í 𝑥   =   1. 

Til að endurskilgreina fallið ℎ(𝑥) þannig að það sé diffranlegt þá þurfum við að breyta gildi rennistik–
anna þannig að snertlarnir verði eins. 

Verkefni: Búið til vinnublað með aðstæðum eins og lýst er hér fyrir ofan og finnið gildi á renni–
stikunum þannig að fallið ℎ(𝑥) sé diffranlegt í sérhverjum punkti. 

 
Mynd 8 Hér er sýnd ein lausn verkefnisins fyrir ofan. Fallið ℎ(𝑥) (bleika grafið) er diffranlegt alls 

staðar. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



7 Margliðuföll af stigi 2 og 3 tengd saman 
Á svipaðan hátt og lýst er hér á undan getum við tengt saman ýmis önnur föll t.d. annars- og 
þriðjastigs margliður eins og sýnt er á myndinni hér fyrir neðan. 

 
Mynd 9 

Föllin 𝑓(𝑥) og 𝑔(𝑥) hafa sama snertil í punktinum A svo hægt er að búa til diffranlegt fall með því að 
nota 𝑓(𝑥) á einu bili og 𝑔(𝑥)  á öðru bili þannig að skiptipunktur sé í  𝑥   =   0. 

Verkefni: Búið til ykkar eigin sýnidæmi með því að nota t.d. tvær þriðja stigs margliður. 

6 Að fjarlægja brot  
Við getum notað svipaðar aðferðir við að endurskilgreina fall á litlu bili til að fjarlægja brot í grafi 
þess. 

 
Mynd 10 Einfalt dæmi þar sem graf falls hefur brot á nokkrum stöðum 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Mynd 11 Brot í grafi fjarlægt með því að endurskilgreina það á litlu bili 

Við skilgreinum tvo punkta G og H, sitt hvoru megin við brotið sem við viljum fjarlægja og punkt I á 
línunni x = 4. Við notum skipunina AðhvarfMargliðu[{G,I,H},2] til að fá annarsstigs margliðu sem 
gengur gegnum punktana þrjá og snertlaverkfærið til að fá snertil við graf þessarar margliðu í 
punktinum G. Við getum hreyft punktinn I (hann er fastur á línunni 𝑥   =   4) þar til snertillinn fellur 
ofan í línustrikið milli (0, 0) og (4, 5). Eftir að hjálparlínur hafa verið fjarlægðar, litum breytt osfrv. 
fæst grafið hér fyrir neðan. 

 

 
Mynd 12 Búið að taka burtu eitt brot í grafinu 

 

Verkefni: Búið til ykkar eigin vinnublað með því sem lýst er hér fyrir ofan. 

Heimildir 
[1] GeoGebra, niðurhal af http://www.geogebra.org.  
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Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 


