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Najlepsi vyhlad — skumanie s kruznicami

Jan Sunderlik, Eva Barcikova

1 Uvod

Bratislava, hlavné mesto Slovenska, je malym velkym mestom leZiacim na Dunaji, poprepajanym
mnohymi mostami. Vyhl'ady na uvedené mosty patria medzi vyhladavané turistické atrakcie. Na obr.
1 mame tri z uvedenych mostov. Odlisuju sa svojim vekom, ako aj architektarou. Nalavo sa nachadza
najstar$i most, ktory ma prislichajici nazov Stary most. V strede je najnovsi most nazyvany Most
Apollo. Most vpravo dostal pomenovanie Pristavny most.

Obr. 1 Pohlad na tri bratislavské mosty

Navstevnici Bratislavy ¢asto navstevuju promenadu, ktortt sme vyznadili ¢ervenou farbou na obrazku
1. Promenada je dlha priblizne 455 metrov. Nachadzaji sa na nej tri vyhliadkové veze. Zo vsetkych
troch je pekny vyhl'ad na most Apollo. Skusme si v$ak polozit’ otazku, odkial je ,,najlepsi vyhl'ad* na
most Apollo (obr. 2.)? A ¢o vlastne pod ,,najlepsim vyhl'adom” budeme rozumiet'?
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Obr. 2 Most Apollo (Wiki media)

Dohodneme sa, ze pod ,,najlepsim vyhl'adom™ budeme rozumiet’ najva¢si uhol, pod ktorym vidime
pozorovany objekt — v naSom pripade most Apollo. Na promenade sa nachadzaju tri vyhliadkové
miesta (1, 2, 3). Ktoré miesto je, podl'a nasej dohody, to najlepSie na pozorovanie mosta Apollo?

Ak teda nie sme len oby¢ajni turisti, ale mame blizko aj k badaniu a rieSeniu problémov, pozrieme sa
na problém ,,najlepsi vyhlad na most Apollo“ objavne. Postupy, ktoré budeme pouzivat, sa buda
podobat’ ¢innostiam, ktoré vykonavaju vedci. Cely proces objavovania najlepsieho vyhladu budeme
nazyvat’ badanie.

Ste pripraveni? Zaciname.

2 Problém 1

Ako by sme odpovedali na otazku: Ktory vyhl'ad na most Apollo je najlepsi?

2.1 Mozny pristup k rieSeniu

V prvom kroku si cela situaciu trochu zjednodusime. Pouzijeme model. Na§ model bude zalozeny na
fakte, ze most ohrani¢uju jeho dotykové body s brehom. Ozna¢me ich M a N. Most bude predstavovat’
useCka MN. Samotny breh rieky budeme povazovat za rovna Ciaru kolmu na useCku, ktora
reprezentuje most. To znamenad, ze uhly, pod ktorymi sa pozerame na most z jednotlivych miest, maja
spolo¢né rameno, ktoré prechadza pozdiz brehu rieky. Z jednotlivych vyhliadok sa k mostu postupne
priblizujeme, a teda most vzdy vidime pod uréitym uhlom.
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Ak by sme podla tohto pravidla postupovali d’alej, ako by to vyzeralo s miestami, ktoré¢ su vel'mi
blizko k mostu? K akému uhlu by sme sa priblizovali? Bolo by to pre I'udské oko prijemné? Pokuste
sa na internete najst’ vel'kost’ optimalneho pozorovacieho uhla.

Obr. 4 Vyhliadka C Obr. 5 Vyhliadka B Obr. 6 Vyhliadka A

2.2 Poznamky pre ucitela

Ziakov nechame samostatne pracovat’, aby mohli objavovat’ a nachadzat’ vlastné rieSenia. MoZeme zvolit’ rozne
pristupy prace, ¢i uz pomocou softvéru Geogebra, alebo vyuzitim vytla¢enej mapy. Mapu celej situacie mozeme
'ahko ziskat’ pomocou sluzby Google mapy.

Pri praci so ziakmi je potrebné, aby sme im umoznili formulovat vlastné myslienky a d’al$imi otdzkami im
napomohli k tomu, aby ich rieSenia boli presnejsie a lepsie. Ucitel’ by si mal dat’ pozor na to, aby ziakom hned’
nepovedal spravne rieSenie a aby ich nenavadzal na svoj vlastny sposob rieSenia. Je vhodné, aby ziadal od Ziakov
zdovodnenie ich uvah a tieZ pisomny zapis riesent.
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2.3 Pouzity matematicky obsah

Porovnavanie uhlov

Matematické modelovanie

3 Problém 2

Vela turistov sa chce plavit’ po rieke Dunaj. Pod’'me to vyskusat’ aj my. Pocas tejto plavby budeme mat’ moznost’
pozorovat’ most Apollo z novych uhlov pohl'adu. Ako budeme teraz urovat’ najlep$i vyhl'ad na most Apollo?
Plavime smerom od Starého mosta (vid’. obr. 7).

Obr. 7 Stary most (vpredu) a Most Apollo (vzadu)

3.1 Mozny pristup k rieSeniu

Opit budeme pristupovat’ k problému tak, ze sa budeme snaZzit’ poloZit’ si vhodné otazky. Napriklad: kde bude
lezat’ vrchol uhla, ktorého ramena prechadzaju dvomi koncovymi bodmi mosta? Ulohu sa poktisime modelovat’,
pri¢om menej podstatné faktory budeme zanedbavat. Medzi také faktory patria napriklad limity 'udského oka.
Po zjednodu$eni situacie sa pozrieme na problém realnejSie. Velkost' uhla sa zvdésuje, ak sa jeho vrchol
priblizuje k stredu tisecky MN. Oznaéme O stred tse¢ky MN. Bod O je rovnako vzdialeny od bodov M a N.
Pozrime sa na problém realnejSie apouZime nad$ optimalny uhol pohladu. Pozorovacim uhlom budeme
oznacovat’ maximalny uhol prijatelny pre vnimanie celého objektu. V ramci zvoleného matematického modelu
moZeme najst’ aj iné miesta, ktoré budi rovnako vzdialené od dvoch koncovych bodov. Ide o nekone¢ne vela
bodov s takou vlastnostou. Dané body budu vlastne stredy kruznic, ktoré prechadzaju dvomi krajnymi bodmi
usecky MN.
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Obr. 8 Kolmica na usecku vytvorena zo stredov kruznic. ~ Obr. 9 Kolmica tvorena na papieri

Teraz nam uz iba zostava uréit’ mnozinu bodov, ktort tvoria stredy kruznic prechadzajuce koncovymi bodmi
mostu Apollo. Vo zvolenom modeli su to body M a N.

3.1.2 Skimanie

Na skumanie pouzijeme nastroj kruzidlo v programe Geogebra. Pomocou nastroja kruzidlo uréime polomer
kruznice a uvedenu kruznicu umiestnime tak, aby prechddzala bodmi M a N. Je potrebné zvolit’ si aspon tri
kruznice. Stredy tychto kruznic urcuji h'adani mnozinu bodov.

Pomocou induktivneho skiimania m6zeme definovat’ dani mnoZinu bodov. Mnozina bodov, ktoré st rovnako
vzdialené od dvoch pevne zvolenych bodov v rovine, sa nazyva os usecky.

Obr. 10 Os tsecky vytvorena pomocou nastroja kruzidlo a kolmica (Gervena ¢iara) v programe
Geogebra (fotografia z Google Earth)

Riesenie moze pokracovat’ skiimanim bodov, ktoré nelezia na 0si tsecky.
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Zamerajme sa teraz na stred usecky. Zostrojme kruznicu k; uréenti bodmi M a N a stredom S. Na zadiatok
uvazujme o situdcii, ked’ je bod S zhodny so stredom O usecky MN. Nechajme ziakov skiimat uhly v tejto
kruznici. Ziaci merajii velkosti uhlov pomocou dostupnych nastrojov. Ako velky je uhol MSN? Aké velké su
ostatné uhly, ktorych vrcholy leziy na kruznici a ramend prechadzaji bodmi M a N? Vyberme si 'ubovolny bod
X na kruznici. Akt vel'kost’ ma uhol MXN? Ako sa zmeni situdcia, ak je stred kruznice rézny od stredu O Gsecky
MN? Ako sa menia velkosti tohto uhla, ak sa stred usecky vzd’al'uje od stredu kruznice? Ako mozeme definovat’
vztah medzi stredovym a prisluchajucim obvodovym uhlom v kruznici? Nech tGsecka MN predstavuje krajné
body mosta a bod X je bodom priamky, ktora predstavuje cestu, z ktorej most pozorujeme. Ak stojime v bode X,
pod akym uhlom vidime use¢ku MN? Kde lezia vrcholy tohto uhla?

Velkost' obvodového uhla je polovica velkosti k nemu prisluchajiceho stredového uhla. Na zaklade tychto
poznatkov a informacii o najvhodnejSom uhle z problému 1 mdzeme identifikovat’ miesta, z ktorych vidime
most pod najlep$im zornym uhlom. Na zaklade skimania v probléme 2 vieme, Ze stred kruznice K leZi na osi
usec¢ky MN. Zorny uhol MXN sa rovna polovici prislu§ného stredového uhla MSN, kde S je stred kruZnice, ktora
prechadza bodmi M, X, N. Velkost' tohto uhla sa zviciuje, ak sa stred kruznice priblizuje pozdiz osi usecky MN
k jej stredu. Este stale nevieme, kde presne na priamke ¢ lezi bod X.

road

Obr. 11 Stredovy a obvodovy uhol

3.2 Poznamka pre ucitela
Proces skiimania méze niekedy viest’ aj k mitvemu bodu. Je délezité byt na tato situaciu pripraveny a podporit’

ziacky proces skimania s inymi poéiatocnymi ¢i zachytnymi bodmi, ktoré by ziakom v ich skimani napomohli.

3.3 Pouzity matematicky obsah

Matematicky model situacie
Os usecky ako mnozina bodov danej vlastnosti
Vztah medzi stredovym a prisluchajucim obvodovym uhlom

KruZznica opisana trojuholniku

4 Problém 3

Pristavny most nie je tak vizualne pritazlivy ako most Apollo, av§ak nachadzaji sa na iom dopravne
vyznamné cesty. TOt0 miesto je vstupnou branou z dialnice D1 pri prichode turistov do centra
Bratislavy, do Starého mesta. Pod'me vyriesit’ otazku najlepsiecho vyhladu z Pristavného mosta na
most Apollo.
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4.1 Mozny pristup

Jeden z moznych pristupov k rieSeniu je pouzit' metddu mnozin bodov danej vlastnosti. DalSou
moznostou je vyuzit’ metddu kruznicovej inverzie. Stustredime sa na prvii moznost’.

Na modelovanie situacie mozeme vyuzit' softvér Geogebra. Do nakresne vlozime Google mapu
uvazovanych mostov a problém skimame v tomto prostredi. Body M, N st krajné body usecky
modelujucej most Apollo. Zostrojime priamku € reprezentujucu Pristavny most a bod X incidentny
s touto priamkou. PouZzijeme nastroj ,,uhol“ a odmeriame velkost’ uhla. Bod X reprezentuje 'ubovolny
bod na priamke c. Tento fakt modelujeme pohybom bodu X po priamke c. Pohybujme teda bodom X
po priamke ¢ (ked’ze bod X patri priamke, mdze sa pohybovat’ len po nej). Skiimame, ako sa meni
velkost’ uhla MXN. Viete vysvetlit’ preco sa vel'kost’ uhla tkto meni?

Ako najdeme polohu vrchola, v ktorej je uhol najvacsi?
Ako suvisi zorny uhol so vzdialenostou od pozorovaného objektu? Kde je miesto na Pristavnom

moste s najvacsim zornym uhlom v zavislosti na vzdialenosti od pozorovaného objektu — mostu
Apollo?

Predstavme si napriklad 'ubovol'ny bod na rieke. Ako stvisi s kruznicami, ktorych stred leZi na osi
usecky? Vratte sa ku skimaniu v probléme 2. Na zaklade rieSenia problému 2 vieme, Ze hl'adame
kruznicu, ktorej stred lezi na osi useCky M, N a dotyka sa priamky c. Hl'adame teda stred S, kruznice
Ky, ktora sa dotyka priamky ¢ a prechadza danymi bodmi M a N.

AKko najdeme bod dotyku na priamke c?

Na zaciatok nechdme ziakom moznost’ samostatne sa nad problémom zamysliet. Napriklad, ziakov
nechame experimentovat’ s kruznicami v Geogebre a skusat’ priblizit' kruznicu k bodom M, N ak
priamke c. Nasledne s nimi diskutujme o tom, Ze sice mohli ziskat' priblizné rieSenie, avSak tento
pristup nie je matematicky exaktny.

Pod’'me sa zamysliet' od konca — rozmyslajme smerom od kone¢ného vysledku spat’. Analyzovanie
spéatnych krokov nas dovedie k vysledku. Skiimajme situaciu, ako keby bola vyrieSena. Zamyslime sa
nad mnozinou vsetkych bodov, ktoré majt rovnaku vzdialenost’ od priamky ¢ a bodov M a N. Aka je
mnozina v§etkych bodov rovnako vzdialenych od bodu M a priamky c?

Jednym z kl'iCovych procesov pri objavnom vyucovani je regulacia vlastného objavovania. V tejto
Casti je potrebné uvaZovat nad vlastnym procesom rieSenia zo strany ziaka, takzvané meta-
uvazovanie. Je potrebné tiez si uvedomit’aj pomocné poznamky ucitel’a, takzvané meta-poznadmky.

Rozdel'me problém na podotazky, ktoré vieme zodpovedat'.

A) HrPadame mnozinu vSetkych stredov kruznic, ktoré prechadzaji dvomi danymi bodmi.
B) Hradame mnoZinu vSetkych stredov kruznic, ktoré prechadzaji danym bodom a dotykaju sa
danej priamky.

A) Tuto situaciu sme skiimali v probléme 2.
B) Na zaciatok pouzijeme induktivny pristup na konkrétnych modeloch.

Budeme umiestnovat’ modely kruznic do roviny tak, aby sa dotykali daného bodu a danej priamky.
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Obr. 12 Skumanie paraboly v Geogebre Obr. 13 Skamanie paraboly na papieri

Na urcenie hl'adanej mnoziny bodov danej vlastnosti budeme vychadzat zuz znamych vedomosti
0 kruzniciach a geometrickych konStrukcidch. (Uvedend aktivita vyzaduje od Ziakov vysoky stupeni
konceptualneho pochopenia danej problematiky, pretoze na zaklade uz osvojenych poznatkov skiimaji
novy koncept.)

Po vytvoreni dostatoného poctu separovanych modelov na mape je potrebné, aby skimanie
smerovalo K postupnému zovSeobecneniu. K uvedenému dobre poslizi zovSeobecneny model, ktory
budeme pouzivat’ pri h'adani mnoziny bodov S stredov kruznic.

1: Zvolime si 'ubovol'ny bod v rovine. Ozna¢me ho M. (Jeho pozicia je nemenna. V realite je to jeden
Z krajnych bodov mostu.) Existuje mnozstvo d’al§ich bodov v rovine, ktoré maju rovnaktl vzdialenost’
od bodu M. Ich vzdialenost’ od bodu M je konstantna, ozna¢me ju r. Aka je to mnozina bodov?

Je to kruznica | so stredom M a polomeromr.

Obr. 14 Skamanie paraboly — krok 1 Obr. 15 Skamanie paraboly — krok 2

Vyberme jeden z bodov tejto kruznice. Oznaéme ho S. Tento bod reprezentuje vSetky body kruznice,
teda sa moze ,,vol'ne pohybovat* po kruznici | okolo bodu M , pri¢om vzdialenost’ bodov Sa M sa
nemeni. Ak sa da zostrojit’ kruznica so stredom v bode M a polomerom r, da sa zostrojit’ aj kruznica so
stredom S a polomerom r. Bod M bude bodom tejto kruznice. Ozna¢me Kk novl kruznicu so stredom
S a polomerom r. Kruznica k je nasa hl'adana kruznica. Pokracujme d’alej v nasich uvahach. Vieme, ze
kruznica k ma s jeden bod dotyku s nejakou priamkou.

Zvol'me si na kruznici kbod T a pridajme k nagim uvaham priamku p, ktora prechiddza bodom T.
Priamka p je dotyénica ku kruznici kv bode T. KedZe p je doty¢nica, je kolma na use¢ku ST.
Z definicie kruznice, o ktorej sme hovorili na zaciatku, vieme, ze SM = ST.
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Obr. 16: Skumanie paraboly — krok 3

V nasSich tvahach vystupuje pevne dany bod M (lebo reprezentuje krajny bod mostu), bod S, ktory sa
vol'ne pohybuje okolo bodu M vo vzdialenosti r, kruznica k so stredom S a polomerom r, priamka p,
ktora je tiez pevne dana (reprezentuje pristavny most), bod T, ktory je zarovenn bodom kruznice Kk aj
priamky p. Teda vzdialenost’ bodu T od bodu S je vzdy r. Potom aj vzdialenost’ bodu S od priamky je
r. Kedze bod T je l'ubovolny bod kruznice, méze byt umiestneny kdekol'vek na tejto kruznici.
V nasom modeli to zobrazujeme tak, ze sa po kruznici bude l'ubovolne ,,pohybovat*, avsak stale
zostane aj bodom priamky p.

Predstavte si, Ze bod S pri svojom pohybe zanechava farebnt stopu. Aky utvar asi nakresli? Pohybujte
bodom T a sledujte stopu, ktoru zanechava (www.dynamathmat.eu/applets/M_S_p.html).

.
.

Obr. 17: Predpoklad hl'adanej mnoziny bodov rovnako vzdialenych od bodu M a priamky p

Uz ste niekde videli takuto krivku? Kde? Viete, ako sa vola?

Bod S lezi na tejto krivke. Zopakujme si, o platilo pre vzdialenosti SM a Sp. Co teda plati pre tato
krivku? Ako by ste ju opisali vlastnymi slovami pouzitim vyrazov bod a priamka?

e Tato krivka je parabola. Je to mnozina bodov, ktoré maju od daného bodu a danej priamky
rovnaku vzdialenost’.

Korko je takych kruznic k;, pre ktoré plati, ze prechadzajti bodom M a ich polomer je r a stred bod X;?
Kol’ko bodov dotyku lezi na priamke p?


http://www.dynamathmat.eu/applets/M_S_p.html
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DalSie moZnosti skiumania

Nasli sme mnozinu stredov vSetkych kruznic dotykajucich sa danej priamky a prechadzajucich danym
bodom. Ako by vyzerala mnoZina stredov vSetkych kruznic dotykajacich sa danej priamky p a danej
kruznice m? Predstavme si, Ze bod M je Tlubovolny bod kruznice m ateda sa po nej mdze
»pohybovat™.

Nech je dana priamka p a dana kruznica m so stredom S;. Uvazujme o bode S, ktorého vzdialenost’ od
kruznice m je konstantna. Kol'ko takychto bodov existuje? Akd mnozinu bodov vytvaraju?
Postupujme znovu krok za krokom:

Bod M sa moze vol'ne pohybovat’ po kruznici m so stredom S;.
e Aka je mnozina vSetkych bodov, ktorych vzdialenost’ od danej kruznice je rovnaka?

Je to kruznica k' sustredna s kruznicou m a lezi zvonka kruznice m. Zvol'me na kruznici k'

I'ubovolny bod S.
k
M )

Obr. 18 Skamanie paraboly — krok 1 s kruznicou Obr. 19 Skamanie paraboly — krok 2 s kruznicou

Zostrojme kruznicu k so stredom S prechadzajucu bodom M. Kolko existuje takych dvojic bodov
na kruzniciach m a k’, ako su body M a S? Kol'ko takych kruznic, ako je k, mézeme zostrojit? Ako
by ste teraz definovali kruznicu k'?

Aj mnozina vSetkych stredov kruznic s danym polomerom, ktoré sa dotykaju danej kruznice m
tvori ststredna kruznicu. Vzdialenost' bodov sustrednej kruznice od pevne daného bodu S; je
kons$tantna.

Ak hladdme body rovnako vzdialené od priamky a od kruznice, ako su tieto body vzdialené od
priamky a od stredu tejto kruznice? www.dynamathmat.eu/applets/parabola_aplet k_p.html

Ulohu najst’ vietky stredy kruznic, dotykajucich sa danej priamky adanej kruZnice, mozno
redukovat’ na ulohu najst’ vSetky stredy kruznic, dotykajucich sa danej priamky a daného bodu.
Overme si nasledujuce tvrdenie :

Vyjadrime vzdialenost’ h'adaného bodu S od priamky p a stredu danej kruznice S; .
Vzdialenost’ hl'adaného bodu S a priamky p je: |Sp| =T.

Vzdialenost’ hPadaného bodu S a stredu Sy je: |SSy|=r+r; ... r=|SS+nr,
[SS4| +[Sp[ =11
SS4] £ [Sp|=r1 ..

Plati, ze vzdialenost’ bodu S od priamky a od bodu je konstantna.


http://www.dynamathmat.eu/applets/parabola_aplet_k_p.html
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Obr. 20 Predpoklad 0 h’'adanom mieste bodov rovnako vzdialenych od kruZnice a priamky.

Teraz sme pripraveni vyrieSit’ problém ,,najlepSicho vyhladu®. Zhrfime si nase doterajSie zistenia:

Bod, z ktorého je najlepsi vyhl'ad, je bod dotyku kruznice, prechadzajicej bodmi M, N s priamkou
c. Stred tejto kruznice patri osi usecky a zaroven parabole, ktora je dana priamkou c a jednym
krajnym bodom tsec¢ky. Musime zostrojit’ dve mnoziny bodov. Os tisecky MN a parabolu, ktora je
dana priamkou p abodom M (alebo N). Priese¢énik zostrojenych dvovh mnozin bodov danej
vlastnosti (priamky a paraboly) je stred kruznice, ktora prechadza bodmi M a N a dotyka sa danej
priamky p. Bod dotyku zostrojenej kruznice a danej priamky p je bod, z ktorého je najlepsi vyhlad
na most Apollo z Pristavného mosta.

Obr. 21 Aplikacia objavenej vedomosti na rieSenie problému 3

4.2 Poznamka pre ucitela

Uvedené skumanie a rieSenie problému je vhodné pre Ziakov prvého alebo druhého ro¢nika strednej
Skoly. Je malo pravdepodobné, Ze by Ziaci samostatne skimali a riesili uvedeny problém podobnym
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sposobom. Ziaci mdézu mat’ tazkosti ,,neuréito” definovanym problémom, obzvlast’ ak nie st zvyknuti
pracovat’ uvedenym spOsobom. Aj napriek pociatocnym t'azkostiam odporicame nechat Zziakov
samostatne navrhnit' mozné pristupy k vyrieSeniu problému. Je velmi délezité, aby Zziaci mali
moznost’ tieto svoje pristupy aj odskusat’ a prediskutovat’ so spoluziakmi.

Po samostatnom skumani ziakov je Ziaduce vytvorit' prostredie Sniz§im stupfiom otvorenosti
skimania, ktoré by umoznilo Zziakom rozdelit’ si problém na mensie Casti.

Takymto pristupom rozvijame U Ziakov konceptualne porozumenie a aplikaciu kuzeloseciek v praxi.
Ziaci si taktiez rozvijaju metddy rieSenia problémov s vyuzitim dynamického geometrického softvéru,
bez ktorého by bola uvedena konstrukcia len tazko predstavitelna.

Na zaver skimania je vhodné ziadat’ od ziakov interpretaciu, zdovodnenie a prezenticiu vlastného
rieSenia. Svoje vysledky by sa mali snazit’ zovSeobecnit’ do modelu (deduktivnym pristupom), ktory
by bol pouzitelny v roznych prostrediach a s roznymi objektmi. Uvedenym pristupom si mozu ziaci
hlbsie uvedomit’ proces tvorby matematickych poznatkov.

4.3 Pouzity matematicky obsah

Parabola — mnozina bodov danej vlastnosti

Matematicky model

Vytvéranie a pouzivanie modelov pri rieSeni problémov z redlneho Zivota
Induktivne myslenie

Matematické skumanie a tvorba predpokladov

5 Zaverecny problém

Ak si uréime, ze optimalny pozorovaci uhol bude 36 Stupnov, tak by sme mohli naSe rieSenie
Z problému 2 upresnit’ na hl'aanie bodu, z ktorého budeme vidiet’ most Apollo pod uhlom 36°.

Opit’ je vhodné, aby sme Ziakom umoznili samostatne sa zamysliet’ nad problémom a nechali im ¢as
na formuléciu vlastnych myslienok.

Rozhodli sme sa pre uréenie vSetkych miest, odkial’ je vidiet most pod uhlom 36 stupiov. lde
0 mnozinu vrcholov obvodového uhla leziacich na kruznici so stredom S, ktory lezi vo vrchole
rovnoramenného trojuholnika, z ktorého je vidiet’ dany most pod uhlom MSN a ktorého velkost’ je 72
stupfiov. Z uvedeného bodu zostrojime kruznicu. Analogicky postupujeme aj na druhej strane.
Vzniknuté kruznice ndim udavaji mnozinu bodov, odkial je najlepsie vidiet’ bratislavsky most Apollo.
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Obr. 22 Rie$enie uvodného problému (Google mapy)

Obr. 23 Most Apollo (wiki media)

6 DalSie skumanie
Ako sa zmeni situdcia, ak sa budeme pozerat’ na most cez objektiv s roznou vel'kostou priblizenia?

Ako by sme nasli na promenade miesto, z ktorého budeme vidiet' Stary most a most Apollo pod
,»Najlepsim uhlom*? Ako sa zmeni tloha, ak promenada nebude kolma na most, ako sme uvazovali
Vv probléme 2? Co sa zmeni, ak bude breh zakriveny, ako je to v skutoénosti medzi mostom Apollo

a Pristavnym mostom?

Odkial je vlastne najlepsi vyhl'ad na Most Apollo?
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Uvedeny problém vedie K rieSeniu Apoloniovych tiloh. Zhodou okolnosti, nas most Apollo doviedol
az k rieSeniu Apolloniovych tloh. Uvedeny priklad len zapada do skuto¢nosti, Ze svet matematiky, je
vsade okolo nas.

Pri ziackych skiimaniach je dolezité, aby sme nechali ziakov postupne zdokonalovat’ ich riesenia.
Zdokonalovanie rieSeni znamend ich zostruCnenie, efektivne, Usporné ale dostatoCne presné
vyjadrovanie. Ziakov vedieme k tomu, aby sa naugili efektivne pouzivat’ formalny matematicky jazyk.
Takto ziskané kompetencie su pouziteI'né pri d’alSom badani a rieSeni problémov z realneho zivota.

7 Diskusia

V naSom skimani sme ¢asto pouzivali aproximaciu a nacrty robené do Google mapy v Geogebre.
Uvedené informacie mali iba informacéni funkciu, ale postatovali ndm na vytvaranie predstav
a matematického modelu. Je Ziaduce, aby sme sa 0 tomto procese porozpravali so Ziakmi, napriklad
zarad’ovanim meta-poznamok, aby si Ziaci lepSie uvedomili jednotlivé kroky vlastného badania. Na
zlepSenie presnosti rieSenia ulohy mézeme pouzit’ napriklad GPS zariadenie a na oznacenie pouzit’
suradnicovy systém, ktory by nam pomohol presnejsie urcit’ nas hl'adany ,,najlepsi vyhlad*.

Existuje mnozstvo spdsobov vyuzitia kruznic pri rieSeni tloh. V nasom ¢lanku sme pouzili vlastnosti
kruznice ako vedomost’, ktori Ziaci poznaju a ich tlohou bolo pouzit' existujicu vedomost’ v novom
kontexte pri rieSeni konkrétneho nezndmeho problému. Skiimanie s kruznicami bolo v pri rieSeni
uvedeného problému kl'aicové. Pouzitie daného aparatu presahuje kapacitu tohto ¢lanku, a preto sme
chceli dat’ ¢itatel'ovi iba zaciato¢ny impulz pre d’alSie vlastné skiimanie.

8 Zaver

Badatel'sky pristup a samotné vedecké skumanie je podstatou teoretickej matematiky, v ktorej sa vedci
snazia nachadzat’ odpovede na otazky vlastnou badatel'skou ¢innost'ou.

Ro6zne nevyriesené problémy, ako aj vlastné formulované otazky, st hnacim motorom pre zvedavost’
matematikov a Zzenu ich k tzbe objavit’ nové veci, najst’ odpoved’ na doposial’ nezodpovedané otazky.
Podobnym pristupom sme pracovali aj my. NevyrieSeny problém, otidzka je hnacim motorom,
,potrebou” najst’ rieSenie, ktorti chceme u ziakov vzbudit. To nas vedie k tomu, aby sme nazerali na
problémy z iného pohladu, ako vnimame priklady z u¢ebnic matematiky. Chceli sme sa viac zamerat’
na podstatu matematického skiimania.

Samozrejme, neznehodnocujeme silu deduktivneho myslenia a axiomatickej vystavby matematickych
poznatkov. Samotny induktivny pristup vS8ak povaZujeme za neodmyslitelni sucast’ vystavby
jednotlivych pojmov, ich konceptualne porozumenie a schopnost’ pouzit’ ziskané poznatky v praxi.
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