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Det bedste sted - en undersggelse med cirkler

Jan Sunderlik og Eva Barcikova

1 Indledning

Bratislava, Slovakiets hovedstad, er en lille storby, der ligger ved Donaufloden og har mange broer.
En af turistattraktionerne er ogsa udsigten fra disse broer. Pa figur 1 ses tre af broerne ovenfra. De er
ikke lige gamle. Til venstre er den aldste bro, som ogsé hedder det: Den &ldste Bro. I midten er den
nyeste bro, der hedder Apollobroen. Den sidste bro hedder Havnebroen.

Fig.1: Tre broer i Bratislava set ovenfra

Som helt almindelig turist kan man g& ad Donaupromenaden, som vi har farvet red. Promenaden er ca.
455 m lang, og der er tre udsigtspunkter. Som en (ualmindelig) turist kan man sperge sig selv, hvor er
det "bedste udsigtspunkt", hvis man vil se Apollobroen (figur 2).
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Fig. 2. Apollobroen (Wikimedia)

Vi kan godt blive enige om, at det "bedste sted" vil vare stedet med den sterste vinkel, som
Apollobroen kan ses fra. Der er tre udsigtspunkter (1, 2, 3). Hvilket er ud fra vores antagelse bedst,
hvis man vil se Apollobroen?

Hvis nu du ser dig selv om en ualmindelig turist, dvs. du ligner en videnskabsmand mere, end du
troede, eller méske snarere en problemleser. Den proces, vi nu skal igennem, er en spergeteknik, som
er en metode, der svarer til den made, som matematikere arbejder pa.

Er du klar? Sa lad os begynde.

2 Opgave 1

Hvordan kan man finde svaret pa det foregidende spergsmal? Hvor pa promenaden er det bedste
udsigtspunkt, hvis man vil se Apollobroen?

2.1 Sadan kan det lgses

Vi kan forenkle spergsmalet med en model. Den er lavet ud fra den omstendighed, at broen rerer ved
flodbredden. Vi forlenger derfor linjen langs promenaden og konstruerer en linje, der ligger vinkelret
pa broen. Det betyder, at alle steder langs med promenaden har en falles strile, og vi flytter bare
toppunktet af udsigtsvinklen tettere pd broen. Det er saledes ikke svert at forsta, at jo tattere
toppunktet er pé broen, desto sterre er vinklen. Hvad sa med de punkter, der ligger meget tet pé en af
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broens sider? Hvilken vinkel naermer den sig (konvergerer)? Prov pa internettet at finde den bedste
vinkel, hvis man skal se pé en genstand.

Fig. 4 Udsigtspunkt C Fig. 5 Udsigtspunkt B Fig. 6 Udsigtspunkt A

2.2 Bemaerkninger til lzereren

Vi kan nemt lade de studerende undersoge spergsmalet og selv komme med lgsninger. Det kan vil
vere en god ide at give dem en fotokopi af kortet eller lade dem udforske spergsmalet vha. et
geometriprogram. Det er nemt af finde et billede af det hele ovenfra med det gratis program Google
Earth. Geometriprogrammet kunne f.eks. vaeere GeoGebra. Det er vigtigt at opfordre de studerende til
at formulere deres egne tanker og spergsmal, som kan hjelpe dem med at finde en losning. Det er
vigtigt, at de ikke far lgsningen lige med det samme. Man kan ogsé bede de studerende formulere
deres forklaring og lade dem skrive den ned pa et stykke papir.
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2.3 Matematiske begreber der udvikles

Sammenligning af vinkler

Matematisk modellering

3 Opgave 2

Det er meget populert blandt turister at tage en sejltur pa Donaufloden. Sa lad os ogsé gere det. Pa
sejlturen har vi igen mulighed for at se Apollobroen fra forskellige synsvinkler. Hvor er det "bedste
sted" at se Apollobroen fra, hvis vi kommer fra Den gamle Bro?

Fig. 7. Den gamle Bro (i forgrunden) og Apollobroen (i baggrunden)

3.1 Sadan kan det Igses

Hovedspergsmalet er, hvordan vi kan finde den sterste vinkel, som indeholder to punkter. Vi kan igen
preve at udarbejde (bruge) en matematisk model, som ikke tager hgjde for begransninger ved det
menneskelige oje og andre faktorer. Derefter vil vi prove at se mere realistisk pd spergsmalet.
Udsigtsvinklen er det sterste vinkel, hvor en genstand kan ses med acceptabelt resultat. Sterrelsen af
vinklen @ges, nar toppunktet narmer sig centrum af segmentet MN. Lad os kalde dette centrum for S.
Fra punkt S er der samme afstand til punkt M og N.

Men inden for den matematiske model kan vi fortsat overveje andre steder, der er lige langt fra begge
slutpunkter. Vi taler om et uendeligt antal steder. Vi kunne betegne dem cirkler, der gar igennem
punkt A og B.
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Fig. 8 Vinkelret halveringslinje, der er lavet i Geogebra Fig. 9. Vinkelret halveringslinje pa et ark
papir

Det andet hovedpunkt er derfor at finde det geometriske sted, som centrene af de cirkler, der gér
igennem slutpunkterne for Apollobroen M og N, aftegner.

3.1.2 Undersggelse

Vi kan bruge GeoGebra og velge en passer (under verktej - cirkel og bue veerktej) , hvor vi indstiller
radius hen ad vejen og derefter neermer os cirklen pa punkt M og N. Centrene af cirklerne danner et
geometrisk sted, som vi kan forsegge at definere efter undersggelsen. Det er bedst at have mindst tre
cirkler.

Vi kan definere det via den induktive proces med at finde det geometrisk sted. Det geometriske sted af
punkter, der er lige langt fra to punkter, er den vinkelrette halveringslinje.

4 3 . : B

Fig. 10. Vinkelret halveringslinje lavet med varktejet "passer” og "Midtnormal”
halveringslinje pé kortet i GeoGebra (Foto fra Google Earth)
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Vi kan ogsa fortsaette med punkter, der er forskellige fra den vinkelrette halveringslinje.

Vi kan udvikle ideen med midtpunkt af segmentet. Lad de studerende undersege vinklerne i en cirkel,
der har centrum i midtpunktet af segmentet MN. Lad os kalde cirklen k;. Hvad er vinklen MSN? Vi
kan nu velge et hvilket som helst punkt, f.eks. X pa cirklen. Hvor stor er vinklen? Hvad med andre
punkter? Hvordan kan vi definere den centrale vinkel og forholdet til den perifere vinkel? Sterrelsen af
den perifere vinkel er halvdelen af den centrale vinkel i cirklen.

Ud fra denne viden og informationerne om en passende vinkel fra opgave 1 kan vi finde de steder,
hvorfra vi kan se broen i denne vinkel. I forbindelse med undersegelsen vil vi gerne finde ud af, hvor
stor vinkel f er sammenlignet med den centervinkel. Sterrelsen af vinklen eges, nar toppunktet S
naermer sig langs aksen af segmentet MN til centrum. Derefter skal cirklen k mindst have et punkt
feelles med linje c. Den maksimalt tilladte tilneermelse af punkt S til linjen MN forekommer, nar
cirklen kun rerer ved linjen ¢ i et punkt X. Dette vil vere vinklen MSN, og derfor er vinklen MXN den
maksimale.

road

Fig. 11. Center- og periferivinkel

3.2 Bemarkninger til lzereren

| forbindelse med undersggelser kan arbejdet nogle gange fgre ind i en blindgyde. Det er ngdvendigt
at veere klar til at understgtte de studerendes undersggelsesarbejde med andre startpunkter eller
inden for ngglepunkter, som kan bringe dem videre i arbejdet.

3.3 Matematiske begreber der udvikles
Matematisk modellering

Vinkelret halveringslinje - det geometriske sted
Forholdet mellem central og perifer vinkel

Cirkel tegnet rundt om trekant

4 Opgave 3

Havnebroen er ikke naer sa spendende som Apollobroen. Men det er den bro, der leder den hurtige
trafik hen over Donaufloden. Det er det forste adgangssted for rejsende, der kommer med bil eller bus
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fra motorvej D1 for at se den gamle by. Og endnu en gang: hvor er det bedste sted til at se
Apollobroen fra Havnebroen?

4.1 Sadan kan det lgses

En mulighed kunne vere at bruge konceptet om det geometriske sted. En anden er at bruge teorien om
"power point" pa cirklen. Lad os koncentrere os om den ferste.

Vi kan foretage nogle indstillinger og bruge GeoGebra til at lave en model over situationen. Vi legger
kortet over broerne fra Google Maps ind i GeoGebra og undersoger spergsmaélet her. Vi starter med at
konstruere en linje ¢ pa den ene side af broen og et punkt X pd denne linje. Derefter bruger vi
vaerktgjet "Vinkel" i GeoGebra og maler vinklen MXN. Hvad nu, hvis punktet X (der ligger pa linjen s)
kan flytte sig langt linjen c? Flyt derefter med punktet X langs linjen, og se, hvad der sker med
vinklen. Kan du forklare hvorfor?

Hvordan kan vi finde ud af, hvor vinklen er storst?

Hvordan haenger udsigtsvinklen sammen med afstanden fra genstanden? Hvor er det punkt pa
Havnebroen, hvorfra der er den sterste udsigtsvinkel alt efter afstanden fra genstanden - Apollobroen?

Forestil dig f.eks. et punkt i floden. Hvordan er det forbundet med cirklerne, hvis centre er pa den
vinkelrette halveringslinje? Vi undersogte det i spergsmal 2. Vi ved fra spergsmal 1, at centrum af
cirklen ligger pa den vinkelrette halveringslinje, men vi ved ikke precist hvor. Vi leder efter centrum
Sy for cirklen ky, der vil have berering med linjen s og ga gennem punkt M og N.

Hvordan kan vi finde ud af, hvor vinklen er storst?

Vi kan lade de studerende komme med forslag, eller vi kan bruge tidligere forslag. Lad f.eks. de
studerende undersgge spgrgsmalet vha. cirkler i GeoGebra, forsgge at fa cirklen til at naarme sig
punkterne MN og linjen c. Vi kan derefter tale med de studerende om, at det formentlig opfylder
vores formal, men at det ikke er matematisk ngjagtigt.

Lad os ga baglens - flytte vores tanker fra slutresultatet og g& bagud. Den proces vil fore os til en
losning. Vi har brug for at undersege den endelige losning. Vi skal se efter et geometrisk sted med
samme afstand fra linjen og punkterne M eller N. Hvilket geometrisk sted ligger lige langt fra punkt
M og fra linjen c?

Metatenkning og metakommentarer er meget veesentlige element som en del af
underspgelsesprocessen.

Vi kan dele spargsmalet op i to.

A) Huvilket geometrisk sted beskriver centrum af de cirkler, der rerer ved to faste punkter?
B) Huvilket geometrisk sted beskriver centrum af de cirkler, der rerer ved en fast linje, og som gar
igennem et fast punkt?

A) Viundersogte det i spergsmal 2.

B) Til at begynde med bruger vi en induktiv tilgang for bedre at kunne forsta konceptet. Forst
skal vi overveje, hvilken udsigtsvinkel er storst?

Vi kan tegne cirkler pé planet, der rorer ved linjen og et punkt.
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Fig. 12 Undersagelse af parabler i Geogebra Fig. 13 Undersagelse af paraboler pa papir

For at definere det enskede geometriske sted vil vi gerne bruge den viden, vi har fiet om cirkler og
geometrisk konstruktion. (Denne tilgang er for erfarne matematikstuderende, der kan bruge deres
viden i nye situationer til at undersege nye koncepter.)

Vi kan nu ga fra kortet over til den universelle model, fordi vi ikke ved preecist, hvor punktet S
(centrum af den gnskede cirkel) ligger.

1: Vi kan vaelge et punkt og kalde det punkt M, der er givet pa planet. (Vi kan ikke flytte det. Det er i
virkeligheden end af broens ender.) Hvad er det punktset, der er lige langt fra et givet punkt?

Det er en cirkel med centrum i punkt M og en konstant afstand r - radius.

Fig. 14 Undersogelse af paraboler - trin 1 Fig. 15Undersogelse af paraboler - trin 2

Forstil dig nu et punkt pa cirkelperiferien, der kan flyttes frit rundt. Lad os vaelge et punkt og kalde det
punkt S. Dette punkt ligger pa cirklen /. Tilsvarende veaelger vi punktet M ogsa pa cirklen k, der har
samme centrum som S.

Tilfgj nu linjen p til dine overvejelser. Denne linje er tangent til cirklen i punkt T, som er forskelligt fra
punkt M og ligger pa cirklen k. Fordi p tangerer cirklen k ved vi, at ST er vinkelret pa linjen p. Ud fra
definitionen af den cirkel, vi talte om i begyndelsen af vores overvejelser, ved vi ogsa, at SM = ST.
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Fig. 16 Undersogelse af paraboler - trin 3

Det vaesentlige er, at punkt T ikke er fast, sa vi kan frit flytte det hen ad linjen p. Til gengeeld er punkt
M fast.

Hvad kan vi sige om afstanden fra punkt S til M og afstanden fra punkt S til linje p, nér vi flytter

cirklen (vi flytter den ved punkt T)? Flyt punkt T, og prev at forudsige, hvad der sker. Hold gje med,
hvad der sker.

M_S p.html

Fig. 17 Formodning om linje og punkt for det geometriske sted

Forestil dig, at punkt S treekker rade punkter efter sig. Igen - hvad er navnet pa dette geometriske sted?

o Kurven er en parabel. : den er szettet af alle de punkter pa planet, hvis afstand fra et fast
punkt M er lig med deres afstand fra den faste linje p.

Hvor mange cirkler er der, som rerer ved punkt M og linje p, 0g hvis radius er r? Hvor punkter er der
pa linjen?

Vi har hidtil antaget, at punkt M er et fast punkt pa planet. Hvad sker der, hvis vi lader punkt M flytte
sig langs cirklen, f.eks. cirklen m med centrum J?

Lad os have en linje p og en cirkel m med centrum J. Forestil dig et punkt med samme afstand til

denne linje og cirklen m. Hvor mange af den slags punkter er der? Hvilken form for geometrisk sted
definerer de? Lad os igen gore det trin for trin:


file:///C:/Users/Barcíková/Desktop/ukf/M_S_p.html

Lifelong
W | carning W
MM Programme ﬂﬁﬁ 71

Forestil dig nu, at punktet M kan flyttes frit gennem den givne cirkel m med centrum S;.

e Hvad er det punktsat, der er lige langt fra en given cirkel?

| &)

Fig. 18 Undersogelse af parabler - trin 1 med cirkel Fig. 19 Undersegelse af parabler - trin 2 med
cirkel

Det er en koncentrisk cirkel.

Denne koncentriske cirkel er ogsa et st af alle centre for cirkler, der rgrer en given cirkel m. Alle
disse centre er lige langt fra det givne centrum S;.

Opgaven med at finde settet af alle centre for de cirkler, der rerer en fast linje og en fast cirkel, er
siledes den samme som at skulle finde det szt af alle centre for de cirkler, der rerer ved en fast

linje, og som gar igennem et fast punkt.

parabola aplet k p.html

Fig. 20 Formodning om det geometriske sted og cirklen
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Vi burde nu veere klar til at gé tilbage til kortet og finde det bedste sted. Vi vil konstruere to
geometriske steder for den vinkelrette halveringslinje til segment MN og parabolen til linje s og punkt
M. Skeeringspunktet for disse kurver giver os centrum af cirklen k, der er tegnet rundt om punkt M, N
og linje s. Skearingspunkterne for denne cirkel og linje s giver os det "bedste sted", vi enskede, sa vi
kunne se pa Apollobroen fra Havnebroen.

b ..Cooglc

Fig. 21 Anvendelse af tilleert viden til losning af opgave 3

4.2 Bemaerkninger til lzereren

Denne opgave er velegnet til 10. og 11. kl. (1. og 2. ar af gymnasiet). Enkelte studerende kan have
svert ved selv at finde losningen. Der kan vere flere, hvis de ikke er vant til at arbejde p& denne made.
Selvom der kan vere vanskeligheder, ber vi lade de studerende preve at komme med forslag. Der
burde ogsa settes tid af til, at de selv kan forsege at finde deres egen tilgang til det.

Efter nogle forgaves forseg kan man skabe et undersogelsesforum med en mindre grad af dbenhed,
som kan hjzlpe de studerende med at bryde spergsmélet op i mindre dele og saledes forsta
hovedideen.

Ved at arbejde pad denne méde kan man hjxlpe de studerende med bedre at kunne forstd brugen af
koniske kurver. Det kan ogsa vare med til at f4 dem til at arbejde pa méder, der ikke kan lade sig gore
uden at bruge dynamiske geometriprogrammer.

Til slut beder vi de studerende samle deres resultater sammen og formulere en model (pa en deduktiv
made), som kan fungere under forskellige omsteendigheder og med forskellige genstande. Arbejdes der
pa denne méade, kan det méske veere med til at fA dem til at forstd, hvordan og hvorfra matematiske
leeresaetninger kommer.

4.3 Matematiske begreber der udvikles
Parabol - geometrisk sted

Matematisk modellering
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Anvendelse af modeller, udvikling af viden til at finde ud af lesningen pé et problem fra den virkelige
verden

Induktiv tankegang

Lave formodninger

5 Afsluttende opgave

Hvis vi tenker pd, at en bekvem udsigtsvinkel ville veere 36°, sd kan vi generalisere vores losning fra
opgave 2 til et geometrisk sted, hvorfra vi kan se Apollobroen ved denne vinkel.

Vi kan igen lade de studerende komme med deres egne ideer.

Vi veelger konstruktionen af det geometriske sted, hvorfra vi kan se broen ved en 36° vinkel, ved at
udregne vinklen i en ligesidet trekant. P4 denne made kan vi udregne vinklen MSN, som skulle vaere
72°. Fra dette punkt kan vi lave en cirkel. Vi gor det ssmme med den anden side. Vi har derefter et sat
punkter med den bedste udsigtsvinkel til at se Apollobroen i Bratislava.
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Fig. 23 Apollobroen (Wikimedia)

6 Yderligere undersggelse

Hvordan @ndres situationen, hvis vi i stedet bruger et kamera med et andet fokus?

Hvordan kan vi finde et sted pad promenaden, hvorfra vi kan se to broer ud fra den bedste vinkel?
Hvordan a&ndres situationen, hvis promenaden ikke er vinkelret pa broen i opgave 2? Hvad andres,
hvis promenaden buer, som den ger mellem Apollobroen og Havnebroen? Hvor er s helt pracist det
bedste sted at se Apollobroen fra?

Disse spergsmal kan fere til opgaver med cirkler ud fra Apollonius' tanker. Det er maske bare et
tilfeelde, at Apollobroen lader os fa gje pa et cirkelproblem, hvor vi kan bruge Apollonius. Der er dog i
virkeligheden mange flere eksempler, der ikke bare kan bruges i matematiktimerne.

Det er ogsa vigtigt at lade de studerende bearbejde det, de har fundet ud af, pé ensartet gkonomisk vis,
sa de kan bruges til yderligere udforskning og opgavelgsning.

7 Diskussion

I vores undersggelse benyttede vi os meget af tilnaermelse ved at lave skitser pa et kort fra Google
Maps i GeoGebra. Disse resultater var kun vejledende, men de kan opfylde vores formal med at
udvikle de matematisk begreber. Det vil veere fint at diskutere dette med de studerende. For at forbedre
ngjagtigheden kan vi bruge GPS og tilfeje koordinater, der vil hjelpe os med at finde det "bedste
sted".

Cirkler kan studeres og bruges pa mange mader. I vores artikel brugte vi cirkler som et begreb, de
studerende kendte. I forbindelse med undersogelsen hjalp cirklerne dem med at forstd det nye begreb
ved at lgse en opgave. Vi vil gerne endnu en gang understrege, hvor vigtigt det er at foretage
undersogelsen vha. cirkler. Det er selvfelgelig alt for omfattende at komme ind pa det i denne artikel.
Vi enskede at vise i det mindste et lille eksempel pa, hvordan man kan ga om bord i disse begreber og
give laeseren et udgangspunkt for yderligere undersggelser.

8 Konklusion

Processen med at undersege og stille spergsmal er selve essensen af matematik, hvor man forseger at
besvare spergsmal ud fra forespergsler. Vi ville gerne simulere en proces, som ville kunne bruges i
klasseveaerelset.

Uleste spergsmal er som en finger, som prikker til matematikernes nysgerrighed og giver lyst til at
finde svaret. Sa lad os ogsd gere det. Vi ser det uleste spergsmal som en finger, der giver de
studerende "behov" for at finde lesningen. Det er derfor, vi gerne ville mere eller mindre vende de
traditionelle opgaver i lerebeger om, sa de kom tilbage til selve det, der karakteriserer matematisk
undersogelse.

Vi benagter selvfolgelig ikke den fordel, der er ved at laere teorien og at bruge en deduktiv tankegang.
Vi ser processen med at finde sin egen metoder som en dynamisk proces inden for
matematikundervisningen, som kan understette de studerendes forstaelse.
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