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Hvernig skal leggja saman 6endanlega langar summur...

Michaela Klepancova, Marek Varga, Lucia Zahumenska
Islensk pyding, Ragnar Stefansson

Samlagning er ein af grunnreikniadgerdunum. Pessi vel bekkta og tiltolulega audvelda adgerd
begar lagdar eru saman tveer, prjar, fjérar, o.s.frv. tolur verour ad 6veentu vandamali pegar
kemur ad pvi a0 leggja saman 6endanlega margar télur. Folk komst i kynni vio petta vandamél
i fyrsta skipti i forn-Grikklandi.

Leyfum okkur ad nefna tveer sdgur, pekktar sem pversagnir Zenos. I peirri fyrri imyndum vid
okkur bogmann 1 fjarlaegd d fra skotmarkinu sem hann midar 4. Orin parf bvi ad ferdast alla
vegalengdina d 40ur en hun hittir skotmarkid. Petta pyoir einnig ad orin parf ad komast yfir

hélfa vegalengdina, p.e. fjarleegdina g Hin parf sidan ad ferdast helminginn af afgangi vega-
lengdarinnar, sem er % Af afgangi fjarleegdarinnar parf hun fyrst ad ferdast helminginn & ny,

b.e. fjarleegdina %l, o.s.frv. Pad litur ut fyrir ad orin purfi ad ferdast dkvedna afgangsfjarleegd ad
skotmarkinu & 6llum timum, med 60rum ordum - hun hittir aldrei skotmarkid.

Sému nidurstodu ma finna { sdgunni um Akkilles og skjaldbokuna. Akkilles, einn mesti strids-
madur griskrar godafraedi, er i kapphlaupi vid skjaldboku. Par sem hann er viss um ad vinna
gefur hann skjaldbokunni forskot, taknum pa vegalengd med a. FEr kapphlaupid hefst hleypur
AKkkilles, a0 sjalfsogdu, mun hradar og 4n vandraeda ferdast hann vegalengdina «. Hinsvegar beid
skjaldbakan ekki eftir honum og hafoi haldid afram um vegalengdina 8. Pad tekur Akkilles pvi
meiri tima ad hlaupa pa vegalengd, latum hana vera otiltekna stutta fjarleegd, og & pvi timabili
ferdast skjaldbakan adra stutta vegalengd ~y. Akkilles parf pvi ad fara ad pessum pridja punkti,
en i hvert skipti sem Akkilles kemst & einhvern stad par sem skjaldbakan var parf hann ad fero-
ast enn lengri vegalengd vegna pess ad skjaldbakan heldur ferd sinni afram. Vid tokum eftir
bvi a0 jafnvel vandlega valinn keppinautur getur aldrei tekid framur jafnvel hinni mest haegfara
skjaldboku.

Pratt fyrir petta pa kennir raunveruleikinn og reynslan okkur ad pad veeri 6liklegt ad einhver
steedi andspaenis skotinu fullviss um ad skotid needi honum /henni aldrei. Ef til vill myndu enn
feerri keppa vio skjaldbokuna; peir veeru vissir um ad peir gaetu tekid fram tr henni audveldlega.
Hvers vegna skyldu pa vera slikar augljéosar motsagnir i greiningu adsteednanna sem settar voru
fram?

Uppruni verkefna okkar (eda nanar tiltekid verkefna klassiskra griskra steerdofraedinga og heim-
spekinga) liggur i beirri stadreynd ad hreyfingu orvar - hreyfifraedilegt kerfi - var skipt upp i
nokkrar kyrrsteedar adsteedur. Engu ad sidur, hve mikid af slikum kyrrsteedum adsteedum purf-
um vio ad nota til pess ad ,setja saman” allt hreyfiferlio? Eftir ad vio feerum verkefnid yfir 4
tungumal steerdfraedinnar komumst vid ad pvi ad vid purfum ad leggja saman 6endanlega margar
tolur.

Imyndunarafl mannsins & pvi timabili sem nefnt var (og ad 6llum likindum { nitimanum einnig)
neitadi einfaldlega ad seetta sig vid pa stadreynd ad med pvi ad leggja saman déendanlega margar
tolur (eda nakveemar, 6endanlega margar jakveaedar tolur) sé mogulegt ad fa endanlega summu -
endanlega rauntolu. Til pess ad skyra ut ofannefnda stadreynd reynum vid ad nalgast hana med
bvi ad nota einfaldar myndir. Buid til ferning med gefna hlid ¢ = 1. Skiptid ferningnum nidur {

tvo eins rétthyrninga, sem augljoslega hafa flatarméalio % Veljio annan af peim og skiptido honum

upp a0 nyju i tvo eins hluta - i petta skiptio eru hlutarnir med flatarmalio le Veljio annan peirra
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og skiptid honum { tvo eins rétthyrninga med flatarmél 1 Med pvi ad halda pessu ferli afram
6endanlega oft mun allur grunnferningurinn med flatarmél S = 1 verda fylltur isjé mynd .

%

Edlilega alyktun sem draga mé af pessu er ad % + zll + % 4+ ...+ 2% + ...=1. I
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Mynd 1: Talnarcdin % + le + % + ...+ 2% =+ ...
Leyfum okkur ad nefna ad, til er mjog hentugt tdknmaél til pess ad takna 6éendanlega talnarso,

nefnilega
11 1 1 = (1\"
2+4+8+...+2n+...:;<2)
Reynid nd ad syna fram 4 ad nidurstadan sem vid fengum er 6had pvi hvernig vid skiptum gefna
ferningnum upp. Til pess ad gera pad, buiod til annan ferning med hlid ¢ = 1. Skiptid honum eftir
hornalinu { tvo jafna hluta - tvo rétthyrnda prihyrninga med flatarmal % Veljid annan peirra

og skiptid honum upp eftir haed hans 4 langhlidina { tvo adra eins rétthyrnda prihyrninga med
flatarmal 411 Skiptio 60rum beirra eftir haed hans & langhlidina { adra rétthyrnda prihyrninga,

sem nd eru med flatarmal <. Ef vid héldum bessu ferli 4fram tut i 6endanleikann (sja mynd
2) er sammengi allra pessa prihyrninga upprunalegi ferningurinn p.a. med pvi ad leggja saman
flatarmal allra prihyrninganna sem vid bjuggum til faum vio flatarmél gefna ferningsins. Pvi

getum vid aftur alyktad ad % + i + % + ...+ 2% +..=1

“Ef vid litum & deemid med orina & svipadan hatt, sést audveldlega ad Orin hittir skotmarkid i fjarleegdinni

d fr4 bogmann. Pvi ad um summu hlutanna, sem &rin ferdast yfir, gildir g + % -+ Cgi + ... + % +
—g(l 11 1 _
e=d(z+1+5+ .+t t+.)=d



FEE Lifelong g —
L | carning 9 W
MM Programme %/{ (

[STEN
=
[
©
5]

=
@)=

N

Mynd 2: Talnarédin % —+ % —+ % + ...+ 2% + ...

Me0 orlitlum breytingum maé yfirfeera pessar hugmyndir 4 ramio ef vio tokum tening med hlidar-
lengd ¢ = 1. Vid getum audveldlega fundid tveer skiptingar & teningi sem eru bé jafngildar
skiptingunum & ferningnum, b.e. rimmal eininganna sem vid fium Gt eru i heild jofn rdam-

oo
n

mali teningsins. Vid myndum bvi sannreyna ad Z (%) = 1. Leyfum okkur ad bacta vid -

n=1
an itarlegri greiningar - einu sjoénarhorni i viobot 4 rodina % + i + % + ...+ 2% “+ ...
Ferningur meo hlid ¢ = 1 myndi koma ad gagni 4 ny. Finnid midopunkta hlidanna. Med pvi ad
tengja pa saman faum vid annan ferning og holdum bessu ferli afram. P& er ljost af mynd [3] ad
% + %6 + 3% + ...+ Qn% + ... = % Med bvi ad beeta fyrstu tveim lidunum vid faum vid

jfoma s+ 1+ (3 + g+ 5+t pm ) =24+1=1

1

Mynd 3: Talnarodin % + i + % + ...+ 2% + ...

Hugmyndirnar sem settar hafa verid fram gefa til kynna ad summa 6endanlega margra jakveedra
talna geti i raun verid endanleg rauntala. Sonnum nt ad rédin % + i + % + ...+ 2% =+ ... hafi
enga sérstoou - p.e.a.s. komast ma ad somu nidurstodu pegar skodadar eru margar mismunandi

oendanlegar talnaradir. Vido munum nota einfaldar myndir til pess ad skyra petta betur.

Ferningur reyndist vera gott verkfeeri { ofannefndu deemunum - smidio pvi & ny ferning med gefna
hlid @ = 1. Skiptido honum upp med tveimur midlinum i fjéra minni ferninga, hver peirra med

flatarmalio i Veljid einn peirra og skiptid honum upp 4 sama hatt i fjéra eins minni ferninga sem

hver hefur flatarmal %6 Eins og buast méa vid, veljid & ny einn af pessum ferningum og skiptio



FEE Lifelong
W | carning
Programme

honum upp & sama hatt i eins ferninga med flatarmal jafnt 6_14 Endurtakio skiptingunna nu
6endanlega oft (sja mynd4)), og takid eftir litudu ferningunum i myndinni. Summa flatarmalanna,

b.e. summan le + % + 51 + ...+ 4% -+ ..., fyllir augljoslega upp bridjung af heildarflatarmali
upprunalega ferningsins. Faum par af leidandi

1 1 1 1 1 > /1\" 1
Z+E+674+...+47n+...—§, b.e. Z() = —.

n=1

=
-

2|~
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PN
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Mynd 4: Talnarédin 1 + 16 + 51 + ...+ Y 4+ ...

Pio skulud ekki treysta ollu pvi sem pid sjéid svo vio skulum sannreyna pessa nidurstéou &
annan hatt. Vid hettum ad skoda einungis ferninga og préfum ad nota jafnhlida prihyrning
(lengd hlidarinnar skiptir ekki mali), latum flatarmal hans vera tdknad med S. Med bvi ad
tengja midpunkta hlida prihyrningsins saman faum vid fjora eins jafnhlida prihyrninga, hver
augljoslega med flatarmalid T Veljid einn af peim og buid til fjéra eins jafnhlida prihyrninga

med hjalp midlinanna p.a. hver hafi flatarmal 1—56 Eftir prioja skrefid faum vio adra fernu af

jafnhlioa prihyrningum, i petta skipti med flatarmél 6% Vid getum haldid pessu ferli afram 1t i

6endanleikann (sja mynd [5)) og fAum par med mengi prihyrninganna sem eru litadir & myndinni
okkar. Meo tilliti til flatarmalsins sem pau na yfir i upprunalega prihyrningnum ma fullyrda ad
jafnan % + % + 1—% 4+ ...+ 4% 4+ ... = % sé gild, og nanar eftir deilingu med S, sem ekki er

null, faum vid jafngildu joéfnuna le + le + 1_16 + ...+ 4% + ... = %
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Mynd 5: Talnarodin 1 + 16 + o + ...+ 1 4+ ...

Hinga0d til hefur 61l ahersla verid 16gd 4 summu 6endanlega marga jakvaeOra talna. Vid skodum
nt almennara verkefni: Getur summa 6endanlegra margra jakveeOra og neikveedra talna verid
endanleg tala? Vid nalgumst petta verkefni einnig rtimfraedilega.

Til ad byrja med, veljum vid rédina 1 — % + % — % +...+ (—%)n ! ~+ ... bannig ad vid getum
notad eina af 40urnefndu myndunum til pess ad skoda petta verkefni. Vid smidum aftur ferning
med a = 1 og skiptum honum & sama hatt og vid geroum fyrir mynd 4. Pratt fyrir pad verour
tlitid annad - 1 fyrra tilfellinu skodudum vid litudu formin, i pessu tilfelli er pad afgangurinn sem
vid hofum dhuga 4. Lysingin 4 adferdinni sést & mynd [6] Athugid ad bad eru olitudu hlutarnir
sem eru mikilveegir. Peir mynda smam saman tvo pridju hluta upprunalega ferningsins og vid

getum pvi skrifad
1 1 1 n\N"! & N\t 2
l— 4 -4 +(-= — - ==,
51 8" +( 2) Z( 2) 3

n=1

a) b) c)
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Mynd 6: Talnar061n1—§+z—§—|—...+ —3 + ...

Skodum annad svipad deemi, vid vinnum med 6endanlegu talnarédina 1 — % + % — 2—17 + ...+
n—1

(—%) + .... DPott otrilegt megi virdast neegir ad nota ferning med hlid ¢ = 1 & ny til

bess ad sanna betta. Adferd skiptingarinnar ma lesa ar mynd [7 Olitudu svaedin sem fast hafa

heildarflatarmal sem er jafnt premur fjoroungum ferningsins. Petta pydir ad vid faum jéfnuna

1 1 1 1\ ! s N\N"' 3
l— o — 44 (== = - =2
A +( 3) + ;( 3> 4
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Mynd 7: Talnaroélnl—g—i—g—ﬁ—km—l— (_ﬁ) + ...

Oendanlega talnarod, eins og peer sem vid héfum unnid med, mé almennt skrifa sem ¢+ ¢?+¢> +
o0

e+ q"+ ... eda Y ¢" og er slik r6d nefnd kvotarsd, talan g er fastur kvoti radarinnar. Vert er
n—1

ad nefna ad gildin 4 fasta kvotanum ¢ € (—1; 1) voru ekki valin af tilviljun, par sem pettu eru

pau tilfelli par sem summa kvotaradar eru endanleg. Ef vid latum s tdkna summu radarinnar

o
> ¢", ba héfum vid nit begar kynnst tilfellunum: ¢ = % =s=1,qg= i = 5§ = %,q = —% =
n—1
s = %, q= —% = 5§ = %. Vid reynum nd ad finna almenna formilu fyrir summunni S, reynum

vi0 a0 ad finna formuluna sem porf er & med hjalp ramfreedilegra skissa og hugleidinga.

"*Vid vinnum ekki med augljosa tilfellid ¢ = 0.
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Mynd 8: Talnarédin 1 + q + q2 + ... +q"+ ...

Byrjid & pvi ad bua til rétthyrninginn CFED, par sem |CF| =1, |CD| = q. Smidi punktsins A er
augljos ut fra mynd [8p, sama gildir um punkt B sem kemur fram sem skurdpunktur halflinanna
AFE og CF. Einslogun prihyrningsins CFE og allra litudu prihyrninganna gefur til kynna ad
lengdir 16dréttu strikanna séu ¢, ¢%, ¢°, o.s.frv. Fra einslogun prihyrninganna DEA og CBA

faum vio jéfnuna
1
l4+q+¢+ . +¢" ... = —.
L—gq
Einnig er vert ad nefna ad pessa nidurstoou mé fa at fra ,fyllingu” ferningsins M SON & mynd
og med pvi ad nota einslégun prihyrninganna N PO og M RN.

oo
Pannig faum vid einfalda formulu fyrir summu radarinnar ) ¢". Vid jatum ad adstadurnar

n=0
voru einfaldadar pvi fyrsta staki radarinnar er talan 1. Hvernig mundi petta lita at i almenna
tilfellinu, p.e. 1 tilfelli radarinnar a + aq + ag® + ... + ag™ + ...7

a) b)
a2 a
(157! &
4. 8
y [Trg'7+q]
S
/
y=gx+a aq* ag®
aq -aq
aq ag?
a
a
-aq
a
y=x y=x
x X

Mynd 9: Talnaradir a + aq + aq®> + +... +aq" +...,0g a—aq+ag®>+ ... +a (—q)”f1 + ..,

Skodid mynd [9h. Teiknid beinar linur y = x og y = gz + a { hnitakerfi. Seinni linan sker y—asinn
i fjarleegd a fra nallpunkti hnitakerfisins. Lengd linu-striksins sem liggur samsida z—asnum fra
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skurdpunktinum ad beinu linunni y = x er jéfn a. Lengd 160rétts linustriks fra linunni y = x ad
linunni y = gz + a er ag. Aframhaldandi myndsmidi litudu hlutanna er augljos. A hinn boginn
samsvara baedi hnit skurdpunkts gefnu linanna summu allra einstéku hlutanna og ut fra pvi feest

jafnan
a

1—q

at+ag+ag®+..+aq" +..=

n

Mynd |§|b synir myndrezent samlagningu lidanna 1 r6dinni a — aq + aq® — ... +a (—q) L4 .. med

bvi ad nota linurnar y = x og y = —qz + a.

Pao litur at fyrir pad ad summa 6endanlegrar kvotaradar sé had fyrsta staki radarinnar asamt

fasta kvotanum. A0 lokum skulum vid sannreyna formuluna sem vid fengum med einféldum
o0

utreikningum. Gerum rad fyrir ad summa kvotaradarinnar »_ aq™ sé jofn gildinu s, b.e.

n=0
o0
Y ag® = ssvo s =a+aq+ag® + ...+ ag™ + .... Margfaldid jéfnuna med télunni ¢ (g # 0). Pa
n=0
foest sq = aq+ aq® +aq® + ... +aq" ! 4 .... Med bvi ad taka mismun bessara tveggja jafna faum
a

vid s — sq = a, sem gefur s = T4 en bad er formilan sem vid fengum it fr4a myndunum.
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