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Ako scéitat’ nekoneéne dlhééé sucty...

Klepancova Michaela, Varga Marek, Zadhumenska Lucia

Sc¢itovanie patri medzi zdkladné aritmetické operacie. Tato znama a pomerne jednoducha zalezitost’
V pripade scitovania dvoch, troch, Styroch atd. Cisel sa stane necakanym problémom v pripade
sCitovania nekonecného poctu Cisel (s¢itancov). Prvy krat sa s touto otazkou stretli uz v starovekom
Grécku.

Spomenime dva pribehy, zndme pod nazvom Zendnove apoérie. Najskor si predstavme lukostrelca
vzdialeného o ista dlzku d od ter¢a, na ktory mieri. Vystreleny $ip zrejme musi pred zasahom prejst’

celu vzdialenost’ d. To vSak znamena, Ze najskor musi prejst’ poloviénu drahu, tj. dlzku 3 Potom
musi zo zostavajucej vzdialenosti prejst’ opat’ polovicu, teda k Z chybajucej ¢asti musi opat’ najskor

prekonat’ polovicu, to znamena dlzku e atd’... Vyzera to teda tak, ze vystreleny §ip musi stale

prekonavat’ ista zostavajucu vzdialenost’ k svojmu ciel'u, inak povedané — nikdy k ter¢u nedorazi.

Podobnu pointu najdeme v pribehu o Achilovi a korytnacke. Achiles, jeden z najviacsich bojovnikov
v gréckej mytologii sa ma zucastnit’ pretekov s korytnackou. Jeho hrdost mu kaze dat’ jej urcity
naskok, oznacme tato vzdialenost’ trebars o. Po zazneni Startovného vystrelu Achiles samozrejme
bezi rychlejsie, a bez problémov prekona vzdialenost’ o. Avsak korytnacka ho ne¢akala, a medzitym
sa presunula d’alej o dizku B. Kym Achiles prebehne tento usek, nech by bol Pubovolne maly,
korytnacka sa zatial’ dostane o eSte mensi kusoSek y pred Achila. Ten musi prekonat’ d’alsi usek, ale
korytnacka uz bude zase pred nim, atd..Vidime, Ze aj na$ takto starostlivo vybrany pretekar
akokol'vek pomalt korytnacku nikdy nedobehne.

Tolko slovny rozbor tychto situdcii. SkutoCnost’ a skiisenost’ nas vSak uci, Zze len tazko najdete
Cloveka, ktory sa pred vas postavi s vyzvou, aby ste donho strielali — ved’ gulka k nemu nikdy
nedorazi. A mozno eSte menej I'udi by sa nahanalo s korytnackou, st presvedéeni, Ze s 'ahkostou by
ju dobehli. Preco sme teda dostali zjavny rozpor pri naSom popise uvedenych situacii?

Pociatok naSich problémov (&i skor problémov starogréckych matematikov a filozofov) zrejme tkvie
VvV tom, Ze let Sipu — dynamicky dej, rozlozili na niekol'ko statickych situacii. Avsak kol'ko takychto
statickych situacii musime zobrat’, aby sme ,,poskladali“ cely dynamicky proces? Pretransformovanim
tejto otdzky do matematiky zistujeme, ze musime s¢itat’ nekonecne vela Cisel.

No a l'udska predstavivost’ v spominanych dobach (a ur€ite aj dnes) odmieta prijat’ fakt, ze s¢itanim
nekone¢ne vela Cisel (presnejSie nekoneéného poctu kladnych ¢isel) moézeme dostat’ konecny
vysledok, konecné redlne Cislo. Ked’ze raz vidiet je lepSie ako stokrat pocut’, pokusime sa tento fakt
priblizit pomocou jednoduchych obrazkov.

Zostrojme §tvorec s dizkou strany a=1. Rozdelme ho na dva rovnaké obdizniky, ich obsahy zrejme

1 . ) )
budu > Vyberme si jeden z nich, a opat’ ho rozde'me na dve rovnaka Casti — tento raz to buda
Stvorce s obsahmi % Zvol'me si jeden z nich a rozdeme ho na dva rovnaké obdizniky, ich obsahy

1 . o
budu g Nekonecnym pokracovanim v tomto procese by sme zrejme vyplnili cely zédkladny Stvorec,
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ktorého obsah je S =1 (pozri obrazok 1 a, b, ¢, d, e, f). Prirodzenym zaverom je teda tvrdenie, Ze
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Obr. 1 Ciselny rad 1+1+1+...+i+...
2 4 8 n

Na zaver si povedzme, ze ako obyCajne mame v matematike aj Vv pripade zapisu nekone¢ného

: .1 1.1 1 & (1Y

¢iselného radu pohodlnt symboliku, totiz —+—+—+...+ —+...= z (—j .
2 4 8 2" o2

Vyskusajme si, ze tento vysledok dostaneme nezavisle od toho, akym spdsobom spominany Stvorec
»~rozkrajame®. Zoberme si teda opat’ Stvorec SO stranou a=1. Rozdel'me ho uhloprieckou na dve

Casti — tymi budt dva pravouhlé trojuholniky s obsahmi > Vyberme si jeden z nich a vy§kou na

. . . : 1
preponu ho rozde'me na d’alSie dva zhodné pravouhlé trojuholniky, ich obsahy zrejme budi 7
Zoberme jeden z nich a vyskou na preponu ho rozdelime na dva pravouhlé trojuholniky, tento raz
s obsahmi % Ak by sme v tomto procese pokracovali do nekonecna (pozri obrazok 2 a, b, c, d),

zjednotenim vSetkych takto ziskanych trojuholnikov dostaneme povodny Stvorec, preto séitanim
obsahov vsetkych tychto pravouhlych trojuholnikov dostaneme obsah daného Stvorca. Opat teda

A ., 1 11 1
moézeme pisat —+—+—+..+—+...=1.
2 4 8 2"

“ Ak sa teda touto optikou pozrieme na pripad letiaceho Sipa, l'ahko ukézeme, Ze skutoéne dorazi do terca

d

. . , d d
vzdialeného od strelca d. Totiz pre sicet usekov, ktoré prekona $ip pocas letu plati —+Z+...+—n+...=

(l 1 1
=d|=+=+.+—+...|=d.
2 4 on
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Obr. 2 Ciselny rad 1+l+1+...+i+...
2 48 2"

S nevelkymi zmenami by sme mohli naSe uvahy preniest aj do priestoru, sta¢i uvazovat kocku
shranou a=1. Lahko premyslime, aké dve delenia kocky by zodpovedali dvom vys$$ie uvedenym
deleniam $tvorca, priCom objemy ziskanych telies by sa rovnali objemu celej kocky. Znova by sme sa
. 2 (1Y . : : :
presvedcili, ze Z(—j =1. Pridajme — uz bez tradi¢ného detailného rozboru — este jeden pohl'ad na
n=1

rad > + 2 +=+..+—+.... Znova si pombézme Stvorcom, tadi¢ne so stranou a=21. Najdime stredy

8 2"
jeho stran, aich spojenim ziskame d’alsi Stvorec, pricom budeme v tomto procese stale pokracovat.
. : 1 1 1 1 1 ; , y
Potom je z obrazka 3 zrejmé, Ze plati 3 + T + 2 + iz +...=—. Doplnenim prvych dvoch ¢lenov

4
radu 'ahko dostavame l+£+(lJriJri...+L+...)=§+l=1.
2 4 (8 16 32 2n+2 4 4
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Obr. 3 Ciselny rad O
2 4 8 n

Doteraj$ie uvahy nam zaCinaju naznacCovat, Zze suctom nekone¢ného poctu kladnych scitancov
N A il X - oy 1 11 1 s
skuto¢ne mdze byt konecné redlne ¢islo. Ukazme dalej, ze rad —+— +§ +..+ on +... nema ziadne
»vysadné®“ postavenie — Ze krovnakému zaveru mozno prist pri velkom mnozstve dalSich

nekonecnych ¢iselnych radov. Samozrejme, kvoli ndzornosti si opidt’ mozeme pomoct’ jednoduchymi
obrazkami.

Vel'mi dobre nam v predchadzajtcich prikladoch posluzil Stvorec — zostrojme si teda eSte raz Stvorec
so stranou dlzky a=1. Dvomi strednymi prieckami ho rozdel'me na Styri menSie Stvorce, ktorych

) 1 .. . .

obsahy maji hodnotu 7 Vyberme si jeden z nich a rovnakym spésobom ho zasa rozdel'me na Styri
. 1 . .

zhodné mensie Stvorce, ktorych obsahy su TS Ako uz o¢akavame, jeden z nich zoberme a rozde’me

. 1
ho danym postupom na Styri rovnaké Stvorce, pre ktorych obsahy dostavame hodnotu v Toto

delenie tvaru opakujme nekonecne vel'a krat (pozri obrazok 4 a, b, c, d, e, f), a v§imnime si len
Stvorce farebne vyznaCené na naSom obrazku. Sucet vSetkych ich obsahov, tj. sucet

Z+E+a+...+4—n+..., zrejme tvori jednu tretinu z obsahu povodného $tvorca. Dostavame teda

0 n
—+—+—+...+i+...=%, ¢i inak zapisané Z(lj =l
n=1

a) b) c)
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d) €) f)

1 1 1
16 16 16
1 1 1
4 4 4
Obr. 4 Ciselny rad I R S
16 64 4"

Opét neverme hned’ vSetkému, ¢o vidime — skisme ziskany vysledok overit’ inou cestou. Prestafiime sa
odvolavat’ len na Stvorec a pomdzme si rovnostrannym trojuholnikom (na dlzke jeho strany nezalezi),
ozna¢me jeho obsah S. Spojenim jeho stredov stran dostaneme Styri zhodné rovnostranné

trojuholniky, ktorych obsahy zjavne maji hodnotu % . Vyberme si jeden z nich a pomocou strednych

- . e . . , . , S
priecok vytvorime z neho Styri zhodné rovnostranné trojuholniky, pricom ich obsahy su TS Po
tretom analogickom kroku dostavame dalSiu Storicu rovnostrannych trojuholnikov, tento raz

.S C .
s obsahmi o V tomto procese mozeme donekoneéna pokracovat’ (pozri obrazok 5 a, b, ¢), pritom

ziskame mnozinu trojuholnikov farebne zvyraznenych na nasom obrazku. Vzhl'adom na to, aka cast’
povodného rovnostranné¢ho trojuholnika vytvaraju, mozeme tvrdit, 7e plati
S S S S
—t—t—F.t—+
4 16 64 4"

1

dostavame l+—+—+...+—+...=—.
4 16 64 4" 3

S — . . C
=§ , resp. po vykrateni oboch stran tejto rovnosti nenulovym cislom S

a) b) c)

Obr. 5 Ciselny rad 1+i+i+... £l
4 16 64 4"
Doteraz sme kladli doraz — na zvyraznenie paradoxu sucet nekone¢ného poctu s¢itancov je konecné
Cislo — len na sucet kladnych ¢isel. Zamyslime sa v dalSom aj nad vSeobecnej$im problémom:
mdzeme byt suctom nekone¢ného poctu kladnych a zapornych séitancov nejaké konecné cCislo?
Pozrime sa aj na tato otazku geometrickym pohl'adom.
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n-1
Na uvod zvolime rad 1- % + % - % +..+ (—2—] +..., prijeho skiimani totiZ méZeme vyuzit’ jeden

ZnaSich predoslych obrazkov. Znovu zostrojime Stvorec so stranou a=1, abudeme ho delit’
spdsobom opisanym na obrazku 4. Napriek tomu na§ pohlad bude odlisny — zatial' ¢o v uvedenej
situdcii sme si v§imali vyfarbené utvary, teraz nds bude zaujimat’ prave doplnok tejto Casti. Samotny
popis tentoraz uvedieme priamo v obrazku 6 a, b, c, d, e, f, g, h, i. Pred pozornym prestudovanim
zopakujme, Ze je nutné venovat’ sa tento raz nevyfarbenym ttvarom. Tie napokon vytvoria z obsahu

povodného Stvorca dvojtretinova Cast, teda mozeme pisat’
1.1 1 1) = 1"t 2
I-Z4+=—C4 4| =2 | +.=D-2| ==.
2 4 8 2 oL 2 3
a) b) c)
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= 1-o+—
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9) h) i)
111 1 1 1 1111+ll+li 111 1 1 1 1 1
3*35* 63 5 27478 16732 647128 2*15t 16 5 5 128" 756
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Obr.6 Ciselnyrad 1-=+=—-=+...+| —= +..
2 4 8 2
Pridajme eSte aspoii jednu podobni ukézku, venujme sa nekone¢nému ciselnému radu

1

a=1.

(1
+__
3

Princip, akym ho treba delit pochopime z nasledujucej série obrazkov 7 a, b, ¢, d, e, f.

n-1
j +.... Hoci je to na neuverenie, opdt’ nam posluzi §tvorec s dlzkou strany

Dopliime len, Zze pozornost’ opét’ treba upriamit’ na nevyfarbené utvary, ktoré ziskavame naSim
procesom. Nie je tazké si v§imnut, Ze nekonecnym opakovanim nasho postupu ziskame utvar, ktorého

obsah bude rovny trom

Stvrtinam obsahu celého

Stvorca.

To znamena,

7e dostavame

n-1 © n-1
PSS S +o= Ly L3,
3 9 12 3 . 3 4
a) b) c)
1 1 1
1-3 1-3%5 1*%*%’217
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d) €) f)

L S O B B I L O B B | 3
3t9 27 81 243 720 "3

wl=
tﬂll—‘
b
2|~

n-1
Obr. 7 Ciselny rad TR SC Y B3 R
3 9 12 3

Nekonecné ¢iselné rady, ktorym sme sa doteraz venovali, moZzno vSeobecne zapisat’ v tvare

o0
q+9°+q°+..+q" +... resp. z q", anazyvame ich geometrické rady, ¢islo q zase kvocient radu.
n=1

Treba este spomenut’, ze nie ndhodou sme volili len hodnoty qe (—1; 1) ", ide totiz o pripady, ked’

o0
sucet geometrického radu je kone¢ny. Ak ozna¢ime symbolom s sucet radu z q", tak sme sa stretli
n=1

uz snasledovnymi pripadmi: q—1 = s=1 q—1 = S=— g=—= = S=—
y p p * 2 1 4 31 2 31

1 3 5 . VPR s o . .
g= 3 = Ss= 1 Zial, je mozné, Ze sucet geometrického radu nezavisi len od jeho kvocientu. Preto

namiesto hypotéz o tvare vzorca pre sucet S, skusme aj tito hladani formulu odhalit’ pomocou
geometrickych nacértov a avah.

a)

Obr. 8 Ciselny rad 1+q+g°+..+q" +...

Zostrojme si najskor obdiznik CFED, pri¢om |CF |=1, |CD|=q. Z obrazka 8a je jasna aj
kon$trukcia bodu A, podobne bod B je prienikom polpriamok AE a CF. Z podobnosti
trojuholnika CFE  a vSetkych dalSich farebne vyznacenych trojuholnikov vyplyva, Ze dané

" Taktie? sa nezaoberdme trividlnym pripadom q=0.
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horizontalne useky maji skutoéne dizky g, g2, g atd. Z podobnosti trojuholnikov DEA a CBA

uz dostavame 1+Q+0° +...+qQ" +...= o
-q

Poznamenajme, Ze k tomuto vysledku by sme sa dopracovali aj ,,doplnenim™ Stvorca MSON na

obrazku 8b a vyuzitim podobnosti trojuholnikov NPO a MRN.

o0
Dopracovali sme sa teda kjednoduchému vzorcu udavajicemu sucet radu an' Kajtcne
n=0

priznavame, ze situaciu nam ul'ah¢il prvy ¢len, ktorym bolo ¢islo 1. Ako to bude vyzerat' vo
vSeobecnejsej verzii, tj. v pripade radu a+aq+ aq2 +..+aq" +...?

a) b)
[i i]
1-qg'1- y
1 A8 a8
y 1+q’1+q
=/
/
y=gx+a aq* aq?
aq -aq
aq aq*
a
a
-aq
a y=-gx+a
y=x y=x
X X

Obr.9 Ciselny rad a+aq+aq®+..+aq" +..., resp. a—aq+aq? —...+a(-q)" " +..
Sledujme obrazok 9a. V suradnicovej ststave si zostrojime priamky y=X a y=(gX+ & Druha

znich pretina os 0, Vo vzdialenosti a od pociatku. Usecka vedena z tohto prieniku rovnobezne

s0sou 0, po prienik spriamkou y=x ma takisto dizku a, ved ide o os kvadrantu. Dalsia
vertikalna isetka méa dizku ag, ide totiz o funkznii hodnotu funkcie y=gx+a vbode a. Aj dali

postup Vv zostrojovani farebnych usekov je uz zrejmy. Avsak obe stradnice bodu prieniku uvedenych
priamok zodpovedaji vlastne suctu jednotlivyvh usekov, teda plati
2 n a
a+ag+aq” +..+aq" +..=—.
1-q

Na obrazku 9b sme pomocou priamok Yy=X a y=-qgx+a podobnym sposobom predviedli
v oy 2 n-1
nacitanie Glenov radu a—aq+aq” —...+a(—-q) +....

Zda sa teda, ze suce nekonecného geometrického radu zavisi jednak od prvého €lena radu, jednak od
jeho kvocientu. Na zaver sa eSte pokusme overit ziskany vzorec aj jednoduchym vypoctom.

0 0

Predpokladajme, ze geometricky rad ) aq" ma suet s, t. Y agq"=s. Teda plati
n=0 n=0

s=a+ag+ aq2 +..+aq" +.. Vynasobme tuto rovnost nenulovym &islom @, ziskavame

v 4 I r r b > a
sq=aq+aq’+aq® +..+aq""t +... Od¢itanim tychto rovnosti méme s—sq=a, odkial s= a
-q
¢o je vzorec odvodeny aj z naSich obrazkov.
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