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1 Einleitung 

In diesem Artikel behandeln wir die Forschungsvorbereitung vom Mathematik Unterricht, im 
speziellen Geometrie Aufgaben in echter Umgebung, in der Natur mit Hilfe von ICT. Durch diese 
Voruntersuchung wollen wir Forschungsziele formulieren, passendende Aufgaben entwickeln und die 
adäquate Zielgruppe von SchülerInnen der Grundschule und der Sekundärschule definieren und ein 
passendes Gebiet für die Umsetzung der Forschung finden. 

Bezüglich der Methode der Forschung, haben wir uns entschlossen Beobachtung zu benutzen. In 
Hinblick auf die ICT Werkzeuge arbeiten wir mit GPS Navigationssystemen, den Excel 
Kalkulationstabellen und der dynamischen mathematischen Software GeoGebra. 

Unsere Voruntersuchung haben wir mit SchülerInnen der dritten Klasse eines Gymnasiums 
durchgeführt. Während des Wanderns haben wir ihre Wahrnehmung, ihr Verhalten und ihr Interesse 
am Mathematik Unterricht in der Natur beobachtet. Weiters haben wir uns auf ihr Können und ihre 
Fähigkeiten das GPS System zu benutzen fokussiert.  

Um genaue und akkurate Forschungsziele zu erhalten, haben wir einige vorläufige Teilziele formuliert: 

• Ein geeignetes Gelände zu finden, welches mit den Sicherheitsbestimmungen der Schule und 
des Gesetzes kompatibel ist. 

• Eine geeignete Umgebung in der Natur für die SchülerInnen zu finden, welche es ermöglicht 
alle unsere entwickelten Aufgaben durchzuführen. 

• Die passende Zielgruppe von SchülerInnen zu finden und den Teil des Curriculums zu 
definieren (Klasse und Schule). 

• Die Aufgabenstellungen für SchülerInnen zu entwickeln, welche den innovativen und 
induktiven Zugang des Mathematik Unterrichts fördern. 

Die Aufgaben für die SchülerInnen sind in zwei verschiedenen Situationen innerhalb eines Gebietes 
formuliert. Der Fokus liegt auf der Darstellung von regelmäßigen geometrischen Figuren sowie der 
Übertragung erhaltener Daten in graphische Darstellungen. 

Auf Basis dieser Voruntersuchungen wollen wir die endgültigen Aufgabenstellungen, unsere 
Forschungsziele und passende Forschungsfragen bestimmen. 

2 Aufgaben für SchülerInnen 

2.1 Aufgabe 1 

Mit dieser Aufgabenstellung wollen wir uns an der Darstellung der erhaltenen Daten durch 
SchülerInnen in graphischen Darstellungen orientieren. Während der Erstellung des Wanderplans 
können die SchülerInnen als Touristen das Höhenprofil ihrer Wanderroute im Internet finden, welches 
in Abbildung 1 dargestellt ist. 
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Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Abb.1 Der Graph des Höhenprofils der Wanderroute Sedlo pod Suchým – Suchý. 

 

Das Ziel dieser Aufgabe ist es, dass die SchülerInnen selbst die Daten ermitteln um ihr eigenes 
Höhenprofil der Wanderroute zu erstellen. Wir nutzen das GPS Navigationssystem um die 
erforderlichen Daten zu erhalten und eine MS Excel Kalkulationstabelle für die Darstellung der 
erhaltenen, gemessenen Daten. 

2.1.1 Eine passende Umgebung in der Natur  

Als Ort des Geschehens für die Ausführung der Aufgaben haben wir den Berg Suchý vrch in dem 
Naturgebiet malá Fatra gewählt (Abb. 2). Wir  haben zudem noch weitere für unsere Forschungsarbeit, 
nämlich den Berg Zobor in der Bergekette Tríbeč sowie den Berg Chopok in der Niederen Tatra.  

Diese Gebiete betrachten wir als passende Orte in der Natur für SchülerInnen um die Aufgaben zu 
bearbeiten. 

 

 

 
Abb.2 Touristische Karte des Nationalparks Malá Fatra. 

 
 

2.1.2 Die Entwicklung der Aufgabenstellungen 

Die Anweisung der Aufgabe in Hinblick auf Förderung eines innovativen, induktiven 
Ansatzes zum Mathematik Unterricht könnte wie folgt formuliert werden: 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Finde die notwendigen Daten um das Höhenprofil der Wanderroute Sedlo pod Suchým – 

Suchý zu erstellen. Für die Darstellung der gewonnenen Daten verwende eine Excel 

Kalkulationstabelle. 

 

2.2 Aufgabe 2 

Das Ziel der Aufgabe ist es die notwendigen Daten durch die SchülerInnen zu erhalten, damit sie die 
Koordinaten der festgesetzten Punkte mit Hilfe des GPS Navigationssystems im Gelände finden 
können. Nachdem alle Punkte gefunden wurden, sollen die SchülerInnen die geometrische Figur 
benennen welche durch die Punkte geformt wird und die Figur soll in der dynamischen Geometrie 
Software GeoGebra (in einer Umgebung die für diesen Zweck adaptiert wurde) konstruiert werden, 
wie in Abb. 4 veranschaulicht. 

2.2.1 Eine passende Umgebung in der Natur 

Wir haben uns entschieden die Aufgabe in der Umgebung von Súľov im Naturpark Súľovské skaly 
(Abb. 3). Einige andere passende Orte um an der Aufgabe in unserer Forschung zu arbeiten wären der 
Berg Zobor, der Gerbirgszug Tribeč, oder der Berg Chopok, der Gebirgszug Niederen Tatra, und das 
Gebiet von Slovenský kras. 

Diese Gebiete betrachten wir als passende Orte in der Natur für SchülerInnen um die Aufgaben zu 
bearbeiten.  

 
Abb.3 Touristenkarte des Naturparks Súľovské skaly. 

In diesem Gebiet wird eine öffentliche touristische Aktivität namens „Karpattrek Súľovské vrchy“ 
organisiert. Dabei handelt es sich um einen zweitägigen Wettbewerb von Teams bestehend aus zwei 
Mitgliedern (zwei Männer, zwei Frauen, oder einen Mann und eine Frau) in der offenen Natur mit der 
notwendigen Ausrüstung. Es ist auch ein Wettbewerb für Touristen die gerne Zeit in der Natur 
verbringen. Die Teams fangen gemeinsam an. Zur Orientierung haben sie Landkarten (1:25.000 -
1:50.000). Die Aufgabe der TeilnehmerInnen ist es die Checkpunkte zu sammeln, was ähnlich einem 
Orientierungslauf ist, und sie sollten es in der schnellstmöglichen Zeit schaffen. 

 

2.2.2 Die Entwicklung der Aufgabe 

Eine mögliche Formulierung der Aufgabe könnte wie folgt lauten: 

Auf der Karte befinden sich Punkte mit GPS Koordinaten: Finde diese Punkte in dem Terrain. 

Benenne das Polygon welches durch diese Scheitelpunkte geformt wird.  Finde darüber hinaus im 

Gelände die Schnittpunkte der Diagonalen des Vielecks. Setze alle diese Punkte in das dynamische 

Programm GeoGebra ein (Abb.4) und konstruiere das Polygon dort. 

   

This project has been funded with support from the European Commission in its Lifelong Learning Programme 
(510028-LLP-1-2010-1-IT-COMENIUS-CMP). This publication reflects the views only of the authors, and the 
Commission cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein. 
 

Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Abb.4 Das Polygon in der GeoGebra Umgebung. 

 

3 Schlussbetrachtung 

Beobachtung der SchülerInnen 

Wir haben SchülerInnen der dritten Klasse eines Gymnasiums beobachtet. Ihr Verhalten war natürlich 
und sicher, es hat ihren Fähigkeiten gut entsprochen. Auf Basis dieser Beobachtung haben wir 
geschlussfolgert, dass die Wahl des Ortes passend war und die Schwierigkeit des Terrains auch für 
jüngere SchülerInnen oder sogar SchülerInnen der Grundschule passend wäre. 

Die Beobachtung der SchülerInnen hat gezeigt, dass ihre Erfahrung mit dem GSP Navigationssystem  
nicht ausreichend war und für einen Großteil der SchülerInnen war es eine neue Erfahrung. Daher 
würden wir empfehlen eine kurze Praxis Übung mit der Manipulation des Navigationssystems vor der 
Bearbeitung der Aufgaben im Gelände.  

Gelände 

Das ausgewählte Gelände für die erste Aufgabe war passend und technisch machbar. Das heißt es gab 
keine natürlichen Hindernisse auf der Strecke zu den  einzelnen Eckpunkten des Polygons. Das GPS 
Signal wurde nicht unterbrochen und wir sind an keinen Orten ohne Signal vorbeigekommen als wir 
es benutzt haben. 

In der gewählten Umgebung für die Bearbeitung der zweiten Aufgabe gab es ebenfalls keine 
technischen Schwierigkeiten.  Während wir die Höhen mit Hilfe des GPS ermittelt haben, sind wir auf 
kleine Unregelmäßigkeiten gestoßen, welche jedoch vor der Umsetzung der Forschung gelöst werden 
können. 

Aufgaben 

Die konkreten Aufgabenstellungen sind noch in Arbeit. Sie werden noch an die weiteren 
Beobachtungen in der Natur, spezifischere Bestimmung der Koordinaten der Punkte und besseres 
Kennen des Geländes angepasst. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 


