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Leikur kvikra kannana - ramfraedileg mynstur

Toni Chehlarova, Evgenia Sendova
Institute of Mathematics and Informatics, Bulgarian Academy of Sciences
fslensk pyding, Ragnar Stefansson

1 Inngangur

Morg ahugaverd rumfraediverkefni snuast um leg — mengi punkta sem uppfylla dkvedin skilyrdi.
Hefobundin verkefni um leg eru takmoérkud vio ad finna einfalda ferla en med pvi ad nota kvikt
ramfraediforrit getum vid kannad floknari fyrirbeeri.

[ pessum undirkafla munum vid syna hvernig ma beita Hvad-ef dzetluninni i eftirfarandi samhengi:
* vid lausn hefobundins rimfraediverketnis
* vid alhafingar 4 pekktu verkefni
* vid lausn 6lympiudamis eftir reyndan sterdfredikennara (Vidauki I)

* vid lausn rannséknarverkefna fyrir framhaldsskolanemendur (Vidauki 11, Vidauki III)

1.1 Horft & hid klassiska med kviku auga

Verkefnio:

Hvert er leg midpunkts linustriksins sem tengir saman fastan punkt innan hrings vio punktana a
hringnum?

Til pess ad leysa petta verkefni purfio pid ad rannsaka hegdun midpunktsins sem um redir medan pid
hreyfid endapunkt linustriksins 4 hringnum eftir honum.

Vid byrjum & kvikri smidi (t.d. i GeoGebru):

Verkefni 1. Buio0 til hring og punkt T & honum (med Hringur takkanum eda Hringur
skipuninni)

Verkefni 2. Smidid svo punkt P innan hringsins (med Punktur takkanum eda Punktur
skipuninni)

Verkefni 3. Ad lokum skulud pid mynda midpunkt M linustriksins PT (med Midpunktur
takkanum eda skipuninni)

Smidin litur ut eins og eftirfarandi:

Verkefni 4. Fylgist ni med sl6d ferilsins sem M myndar. Til ad gera pad veljid pid S16d synd fyrir
punktinn M (eda fyrir allt linustrikid PT) dragio punktinn T eftir hringnum.
b4 sést ad s160 punktsins M litur ut eins og mengi punkta 4 hring.
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Tilgatuna ykkar um 16gun legsins ma styrkja med ymsum hatti.
Verkefni 5. Smidid leg M med Leg valkostinum (undir Lina takkanum) eda Leg skipuninni.

Legloc1  Leg[M, T]

Leiknum er p6 ekki lokid. Pad er kominn timi til pess ad spyrja frekari Hvad-ef spurninga, t.d. Hvad ef
M er ekki miopunktur linustriksins, heldur skiptir pvi i akvednu fostu hlutfalli? Hvao ef P liggur utan
hringsins?

Pid geetud haldid ad i pessu tilfelli fengist almennari annars stigs ferill — e.t.v. sporbaugur?

bad er audvelt ad gera kannanirnar hér fyrir ofan almennari:

Verkefni 6. Batid vid rennistiku fyrir hlutfallid e sem M skiptir linustrikinu i, p.e. PM = ePT og
kannid gildin fyrir ymis gildi 4 e:

e=07 e=08 e=09

—o— —_—— ]
T. . .
Legid litur Gt enn at fyrir ad vera hringur 4 ny!

Verkefni 7. Skodid hvad gerist ef punkturinn P liggur utan hringsins.



R Lifelong —
S | carning 9 M /
i Programme %’f ¢

e=0.6
@

e=0.8

Aftur fest hringlaga 16gun!

Leg skipunin gefur nokkud go6da hugmynd um légun legsins en pad virkar einungis fyrir mengi
punkta. Hvad ef pid reynid ad sja fyrir ykkur mengi linustrikanna fyrir punkt sem liggur utan
hringsins?

Verkefni 8. Setjid 4 S160 synd fyrir linustrikid PT pegar P liggur utan hringsins og feerid T fyrir
mismunandi (og svo fost) gildi 4 e:

Ahugaverd sjonran nidurstada! Getid pid verid algerlega viss ad um M lysi hring? Hvad ef petta er i
raun sporbaugur sem er mjog likur hring...

Adur en pid lesid afram reynid ad hugsa um mogulegar leidir til pess ad sannreyna tilgatuna ykkar.

Ein leid til pess a0 gera petta (enn 4 tilraunastigi) er ad bua til 3 punkta (I, J og H) 4 leginu, mynda
hring 1 gegnum pa og athuga hvort hringurinn falli saman vio legid.

Onnur leid sem geti hjalpad ykkur ad sanna tilgatuna 4 formlegan hatt er ad kanna nokkra eiginleika
myndsmidinnar ef nokkrum hjalparpattum er bett vio:

Verkefni 9. Smidid 3 punkta (I, J og H) 4 legid, sidan midpverla linustrikanna IH og 1J, og ad
lokum — skurdpunkt peirra K. Faerid nt nokkra af punktunum I, J og H og fylgist med
hnitinu K auk lengdanna KJ, KI, KH. Hvert er samband K og midju upprunalega
hringsins O?
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bad ma audveldlega sja a0 K hefur fost hnit. Ao auki er KJ = KI = KH, (pott adeins sé um tilraun ad
reeda hofum vid sterkari visbendingu fyrir pvi ad legiod sé hringur).

Ennfremur &ttud pid ad hafa tekid eftir pvi ad midja legsins K er midpunktur PO par sem O er midja
upprunalega hringsins.

Vid erum nu tilblin ad sanna formlega ad legid sé hringur med midju i K, midpunkti PO (par sem O
er midja gefna hringsins), og geislinn er halfur geisli gefna hringsins.

Sénnunin

1
Latum K vera midpunkt PO. P4 er KM = EOT, p.e. midpunkturinn M er i fastri fjarleegd fra K

(halfum geisli OT gefna hringsins) medan T ferdast eftir O.

NN
>

bar af leidandi er legid hringur med midju K og geislinn er halfur geisli gefna hringsins.

Verkefni 10. Sannid setninguna fyrir almenna tilfellid PM = ePT .
Verkefni 11. Skiptid Gt hringnum fyrir:

* ferning

®  prihyrning

® otiltekinn reglulegan marghyrning

® sporbaug

e feril af eigin vali
Verkefni 12. Alhfid nidurstodur ykkar

Ef nemendurnir pinir hafa laert strikkun (i bulgdrsku ndmskranni er pad kynnt ario eftir fyrstu kynni
vi0 legid) geta peir notad pad til pess ad leysa verkefnin en pad er passar vel ad alhaefa nidurstodur
peirra (verkefni 12) eftir ad vid fAum nidurstodurnar ur verkefni 11:
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Med pvi ad beita Hvad-ef dxtluninni er hegt ad leggja raekt vid rannsdknaranda i sterdfreditimum
—nemendurnir eru hvattir til pess ad kanna dhugaverd sértilfelli til pess ad alhafa tiltdlulega einfold
verkefni 4 mismunandi vegu og jafnvel rddast i og alhafa verkefni & 6lympiustigi [Vidauki I]

2 Ad alhafa vel pekkt verkefni

[ pessum undirkafla synum vid ferli sem er deemigert fyrir starfandi steerdfraedinga — vid alhaefum
vel pekkt verkefni og tokumst 4 vid pad sem peim verkfeerum sem vid teljum best til pess fallin (i
okkar tilfelli er pad kvik smidi sem vid honnum 1id fyrir 1id med pvi hugarfari ad laga og baeta pad
i hverju skrefi). Vid reynum ad rannsaka kerfisbundid og veltum fyrir okkur peim hugmyndum sem
vid faum. Pad er mun dhugaverdara ad skoda sjalft ferlid i stad lysinga & nidurstodunum. Ad auki
myndi pad gledja okkur ef pid, lesendur fengjud ahuga 4 pvi ad radast i einhver af opnu demunum.

Hér er byrjunarpunktur okkar:

Vel pekkt verkefni
Finndu leg skilgreint sem midpunktar jafnhlida prihyrninga sem innritadir eru i jafnhlioa prihyrningi.

Vid buumst vid pvi ad verkefniod sé vel pekkt flestum lesendum okkar. Metnadarfull alhafing veeri pa:

Metnadarfull alhzefing

Finndu leg skilgreint sem midpunktar reglulegra m-hyrnininga sem eru innritadir i reglulegum n-
hyrningi, m <n.

Hér fyrir nedan munum vid rita (m;n) til ad tdkna myndsmidi reglulegs m-hyrnings sem innritadur er i
reglulegan n-hyrning. Athugid ad vid vitum ekki fyrir hvada m og n smidin (m;n) er moguleg.

Byrjum 4 pvi ad rddast 1 minna verkefni sem inniheldur tilfellin (3;n) fyrirn =3,4,...

Fyrsta atrennan — (3;n) tilfellio

Finndu leg midja jafnhlioa prihyrninga sem eru innritadir i reglulegum n-hyrningi.

2.1 Frumsteaett (handgert) kvikt likan

Vid smidum jafnhlida prihyrning sem hefur tvo af hornpunktum sinum & n-hyrningnum og ferum
pann pridja svo vid faum innritadan prihyrning.

Byrjum & byrjunni! Til pess ad skilja kviku smidina sem ma péa alhafa 4 eftir er edlilegt ad byrja a4
einfaldasta tilfellinu (n=3) og halda svo afram 4 pann veg sem kalladur veri handgerdur:

* Vid veljum einhverja tvo punkta M og N 4 mismunandi hlidum gefna (b/da) prihyrningsins
* Sidan smidum vid jafnhlida (raudan) prihyrninging med hlid MN .

* Neast ferum vid punktinn N (hoéldum M fOstum & ntverandi stadsetningu) p.a. raudi
prihyrningurinn verdur innritadur i pann blaa. Midja rauda prihyrningsins er punktur legsins
sem vid leitum ad




R Lifelong g g
[ Lcarning ﬂ " %/f’{ A
MMl Programme %i@ f.,f \

*  Endurtaktu nu petta ferli fyrir nyjan punkt M.

M M M

Med pvi ad skoda mismunandi punkta M faum vid goda nalgun & leginu — 1 tilfelli (3;3) virdast
midjurnar falla saman (eda nalegt pvi)...

Ef vid beitum svipudu ferli 4 tilfelli (3;4) lita midjurnar naestum pvi Gt eins og ferningur. En ad innrita
prihyrninginn i héndunum er timafrek adferd. (P6 orlitid betri en ad teikna beint &4 pappir og skoda
bara eitt tilvik sem geeti verid villandi s6kum 6nédkvaemni [ Vidauki I17).

N

r— — 1

M

Til pess ad gera smidina sjalfvirka skulum vid skoda betur smidi (3;3). Pad er edlilegt ad geta sér til ad
i pessu tilfelli sé legid stakur punktur sem fellur saman vid midju gefna prihyrningsins.

C

A M

Aljofnun prihyrninganna AMG" og BG'M gefur til kynna ad AM=BG"'. Par af leidandi getum vid
notad i pessu tilfelli kvika smidi byggda 4 aljétnun.

2.2 Sjalfvirkt kvikt likan fyrir (3;3) smidar
Hér eru ymsar adferdir til pess ad bua til sjalfvirk likon fyrir (3;3) smidar:

Fyrsta adferoin
*  vid smidum punkt M 4 utlinu reglulegs 3-hyrnings
*  vid smidum hring £k med midju B og geisla AM
* vid taknum med G' skurdpunkt k og hlidarinnar BC 4 n-hyrningnum (i pessu tilfelli
prihyrningurinn ABC)
* vid smidum G' 4 svipadan hatt
* vid tengjum saman punktana M, G' og G" i prihyrning
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Onnur adferd

vid smidum punkt M & ttlinu reglulegs 3-hyrnings

vid smidum mynd G' fr& M med sniningi um midjuna — midju gefha prihyrningsins og
hornsins 120°

sidan smidum vid mynd G'" fra G' med snuningi um midjuna — midju gefna
prihyrningsins og hornsins 120°

vid tengjum saman punktana M, G' and G"' 1 prihyrning

2.3 Fleiri kvik likon

Vid smidum punkt M 4 utlinu reglulegs n-hyrnings

Sidan smidum vid mynd af n-hyrningi med snining um p med midju M og horn 60°.
Vid smidum skurdpunkt peirra F. (Hann mun verda annar hornpunktur jafnhlida
prihyrningsins sem er innritadur 4 n-hyrninginn.)

Sidan smidum vid pridja hornpunktinn sem frummynd F' 4 F.

Vid tengjum saman M, F' og F til ad fa jafnhlida prihyrninginn innritadan inn i
n-hyrning.

M

Hér eru nokkrar skjdmyndir af sl6d midju prihyrningsins i (334) smidinni pegar innritadi
prihyrningurinn er faerdur:




JEER Lifelong V4
N | c2rning ﬁ //ﬁ?
WM Programme %ﬁg (7

begar vid ferum rauda punktinn (M) pangad til ad nesti hornpunktur fellur saman vid hornpunkt
ferningsins (p.e. hann fer i upphafstdou sina) sjaum vid hvernig sl6din myndar form sem likist halfum
ferningi. A hlidstaedan hatt faest ad ef vid faerum punkt M eftir afganginum af hlidum ferningsins mun
midja prihyrningsins skilja eftir sig s160 sem klarar ferningslaga formid og eftir pad endurtaka sl6dina
(prisvar sinnum).

Ef ®tlada leg (3;4) smidinnar er ferningur getum vid sett fram samsvarandi tilgatu fyrir leg (3;5)
smidinnar ad pad yrdi reglulegur fimmhyrningur?

I

I seinna tilfellinu er negjanlegt (4 ny vegna samhverfu) ad fylgjast einungis med adhrifum hreyfingar
rauda punktsins & hluta fimmhyrningsins.

A-a-ah! Enn 5 hlidar en pad litur ekki ut sem fimmhyrningur — frekar eins og fimmstirningur! b4 ma
e.t.v. tulka pad sem vid toldum vera ferning sem ,,4-hlida stjornu®...

A ny lysir midja prihyrningsins leginu prisvar sinnum er raudi punkturinn ferdast heila umferd um
upprunalega fimmhyrninginn.

 tilfelli (3;6) virdist legid vera stakur punktur:

O

bannig var pad i tilfelli (3;3) smidinnar. Hlidstett gaetum vid sett fram pa tilgatu ad sama gildi fyrir
(3;9), og enn almennara — fyrir (3;3k)

Vid getum almennar skodad (m;km).
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2.4 Frekari kannanir sem gefa innsyn

(m; km) likanio
Nu er freistandi ad skoda

353k)

vPa
o,



R Lifelong
LW | carning
ot Programme

5;5k

St almenna tilgata sem vid getum sett fram eftir ad vio hofum kannad (m;km) likanid er ad fyrir hvern
punkt G a n-hyrningnum (n=km) er til innritadur m-hyrningur med hornpunkt G og legio sem um
reedir er einn punktur sem fellur saman vio midju n-hyrningsins.

Pad ma einnig fa (m;km) myndsmidarnar med adferdunum hlidstett pvi sem gert var i undirkafla 2.2.
Ho6ldum okkur vid rannséknir okkar 4 (3;#) likaninu.

(3:7) likanio

Vid buumst vid pvi ad fa stjérnu ur forritinu pegar farid er eftir hlidum sjohyrningsins.

Rannséknin & (3;n) likaninu leidir okkur ad peirri tilgatu ad pad er avallt mogulegt ad innrita jafnhlida
prihyrning i sérhvern reglulegan n-hyrning. Med 60rum ordum, pad er dvallt heegt ad smida (3;n).

bad er ahugavert ad sja hverjar adstedurnar eru i tilfelli (4;n) likansins...

(4;5) likanio

betta er i raun ferningur innritadur i reglulegan fimmhyrning:

10
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Hér er aftur gefinn n-hyrningur (fimmhyrningur i pessu sértilfelli) og mynd pess undir sniningi um
90° hefur einn skurdpunkt par sem frummyndin er pridji hornpunktur ferningsins. Pad sem er eftir ad
athuga er hvenar fjordi hornpunktur ferningsins er 4 gefna n-hyrningnum.

Hér er fjordi hornpunkturinn fjélublér (i slédarlikani):

Hér fyrir nedan eru nokkrar uppsetningar sem leida til innritads fernings:

11
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Skodum nanar sl60 midju pessa fernings med prja hornpunkta & n-hyrningnum.

0

i raun er petta leg innritads rétthyrnds jafnarma prihyrnings i reglulegum fimmhyrningi.

(4:6) likanio

Legid er stakur punktur 4 ny i tilfellinu (m, mk), munurinn i petta skiptid er ad hann er myndadur sem
leg endanlegs fjiolda af innritudum ferningum.

A pessu timapunkti vaeri pad g6d hugmynd ad giska 4 hve marga punkta leg (4;7) og (4;9) smidanna
inniheldur. Athugum pad med tilraun:

(4;7) og (4;9) likénin

i (5:6) likaninu litur vid fyrstu syn Gt fyrir ad fimmti hornpunkturinn sé 4 sexhyrningnum. Vid getum
sannreynt petta med tilraun med pvi ad pysja inn eda med pvi ad bera saman tvo hluti til ad kanna um
hvort um tilviljun sé¢ ad raeda. En pratt fyrir ad jakvett svar komi Ut Gr pessu megum vid ekki ad
gleyma pvi ad tolvur vinna med dkvedna (endanlega) nakvaemni.

12
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Punktur G'_6 liggur ekki & Linustrik e
(athugab med tolulegum reikningum)

Hér eru nokkur kvik 1ikon sem gerd voru pegar leitad var ad myndsmidum sem med tilraununum
leiddu okkur ad peirri tilgatu ad pau varu 6moguleg eda i pad minnsta dlikleg.

LA 4

Aftur 4 moti eru til nokkur sértilfelli eins og pau hér fyrir nedan sem ma bua til vegna samhverfu:

(6:3+6k)

—

]
({e]

n

13
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Ef m er slétt tala gefur linusamhverfa jafngildi linustrikanna i myndsmidum af gerdinni
m
( m; 3 +km )

A pessum timapunkti er god hugmynd ad staldra vid og spyrja sig — hvad er pekkt i sambandi vid pau
atrioi sem vio hofum verio ad skoda? Vid slégum inn téfraordin reglulegur m-hyrningur innritadur i
reglulegan n-hyrning og fengum [1]! Nénast sami titill og sama tdknmalio syna hve edlilegt pad er i
einfaldleika og gagnordri lysingu sinni pegar konnud eru hin ymsu tilfelli og tilgatum og nidurstddum
lyst. Hofundarnir Dilworth og Mane setja fram naudsynlegu og nagjanlegu skilyrdin & m og n til pess
ad innrita reglulegan m-hyrning inn i reglulegan n-hyrning. bad er dhugavert ad nefna ad peir bjuggust
vi0 pvi ad petta verkefni hefdi verid leyst a tima Evklids, en pad virdist ekki hafa verio alveg leyst.

Hér er pad sem Dilworth og Mane sanna i [1] med tvinntdlum:

Setning. G.r.f. ad m, n 2 3. Innrita ma reglulegan m-hyrning 1 reglulegan n-hyrning ef og adeins ef
eftirfarandi sundurleegu skilyroi eru uppfylit:

(@)ym=3;

(b) m=4;

(c) m 25 og m gengur upp i n;

(d) m 26 er slétt tala og n oddatolumargfeldi af m/2 (Taktu eftir ad petta innheldur tilfellio n=m/2.)

[ 1jos kemur ad sidustu demin i rannsokn okkar falla undir (d) (Taktu eftir pvi ad [1] inniheldur
tilfellid m > n.)

Hefoum vid séd pessa grein adur en vid rédumst 1 verkefnid med kvikum hetti hefoum vio hikad vid
a0 lata nemendurna fa pad (jafnvel pott peir veeru mjog akafir 1 pvi ad kanna ny svid sterdfraedinnar).
Hinsvegar notferdi konnunin sjalf sér pa sterdfredihefni sem nemendur bjuggu yfir vardandi
ramfredilegar ummyndanir. Ennfremur k6lludu mynstrin og tengslin, sem vid komumst i kynni vid
pessar kannanir, upp adrar dhugaverdar spurningar.

Pad sem i raun skiptir mali i sambandi vid petta verkefni er ekki lausnin sjalf heldur allt ferlid i pvi ad
bua til stokkpall fyrir rannsoknir sem bata innsai okkar og skilning & sumum mynstrunum {
myndsmidunum, pad ad proéa kerfisbundnari nalgun rannsdkna, ad komast ad pvi ad ekki eru allar
samsetningar pess ad innrita reglulegan m-hyrning i reglulegan n-hyrning mogulegar, og ad lokum —
triin 4 getu kennara til pess ad efla rannsoknarbyggdar laerdomsadferdir i staerdfraedi. I hnotskurn, til
pess ad syna fram 4 ,,grook* [2] hins mikla danska sterdfredings, arkitekts og 1j0dskalds Piet Hein:

14
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Verkefni sem eru pess virdi ad radast a, sanna virdi sitt med pvi ad sla til baka.

Vidurkenningar

Vid viljum fera pakkir til professors Oleg Mushkarov fyrir ad stinga upp 4 almenna verkefninu og
fyrir hjalplegar athugasemdir.
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[1] Dilworth S. J., S. R. Mane. Inscribing a regular m-gon in a regular n-gon

http://www.math.sc.edu/~dilworth/preprints_files/DilworthManeJOGpublished.pdf (25. oktober
2011)

[2] Grooks, http://www.archimedes-lab.org/grooks.html (25. oktober 2011)
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