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Tutti coloro che hanno partecipato a un progetto di matematica (a prescindere se fosse nel ruolo di un 
insegnante o nel ruolo di uno studente), sa che un buon progetto coinvolge sia l'intuizione e 
l'immaginazione. Anche la conoscenza non è quello essenziale per cominciare, fintanto che uno è disposto 
ad imparare e crescere - questo modo la conoscenza può essere acquisita nel processo di lavoro sul progetto. 
 
Ma allo stesso modo un artista ha bisogno di pennelli, vernici, e una tela per creare un dipinto, un progetto 
ha bisogno di un ambiente adeguato ad emergere. 
 
Il mio nome è Yanitsa, e invece di un pennello, ho usato GeoGebra [1] a "dipingere" il mio progetto. 
 
 Lo scorso anno scolastico ho presentato il mio "Pompeïu del Triangolo" progetto in inverno e le conferenze 
di primavera del Liceo Istituto di Matematica e Informatica (HSSI) [2]. Poiché non vi era la letteratura 
sorprendentemente poco in materia, una parte significativa del mio progetto è costituito interamente da mia 
ricerca. La costruzione principale geometrica ho lavorato è costituita da un triangolo equilatero ABC e un 
punto X nel suo piano. Secondo il teorema Pompeïu [3], le distanze XA, XB e XC dal punto ai vertici del 
triangolo forma i lati di un (eventualmente degenere) triangolo, cioè, essi soddisfano il ineguaglianza noto 
triangolo. Questo triangolo è noto come il triangolo Pompeïu. Molto tempo dopo ho saputo di questo 
teorema, ho cercato di costruire triangolo Pompeïu in vari modi, con diverse posizioni del punto, in modo da 
ottenere piena comprensione dell'essenza del teorema. Naturalmente, è venuto fuori ci sono due modi per 
questa costruzione geometrica - uno uno "ovvio", e un "delicato". Utilizzando l'approccio ovvio, si prende 
semplicemente le distanze dal punto X ai vertici del triangolo e costruisce un triangolo nuovo dato tre lati. 
Questo è ciò che la costruzione si presenta come 
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Modelling optical lenses with Dynamic Geometry Software 
Andreas Ulovec 

1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Utilizzando l'approccio "delicato", anche se, si costruisce triangolo Pompeïu come parte della 
configurazione iniziale del triangolo ABC e il punto X, piuttosto che separatamente, sul lato, come abbiamo 
fatto sopra: 

 
 
Il punto X 'è l'immagine del punto X in rotazione di circa 60ο uno dei vertici del ΔABC, ed i lati del ΔBXX' 
hanno lunghezza pari alla lunghezza di AX, BX e CX. 

Anche se questa costruzione geometrica contiene solo due elementi nuovi, ho potuto facilmente costruire su 
di esso nella ricerca di immobili precedentemente sconosciuti. Quello che ho aggiunto si trattasse di alcuni 
punti di intersezione, dopo il quale diversi triangoli, poi un altro triangolo ... Ho chiamato questa sequenza 
di misure che la "Proposition ei tre corollari". La formulazione delle congetture, che in seguito divennero 
teoremi, è stato interamente dovuto a GeoGebra 
 

 
Congettura 1 

Sia ΔXBX ' il triangolo di Pompeïu per ΔABC e il punto X.  Quindi, il punto di intersezione del asse AX e 
la reta BX si trova sulla circonferenza circoscritta di ΔABC. 

 
 
Potrei facilmente verificare questo, una volta ho lasciato GeoGebra a tracciare  𝑀1 il punto di intersezione. 
Così, la circonferenza circoscritta della ΔABC è formata. 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Congettura 2 
Se in modo simile aggiungiamo I punti d’intersezione, M2  and M3, degli assi  BX e CX co n  l a  
c i r co n f e r e n za  d e l  ΔABC, allora  ΔM1M2M3  e’ simile al triangolo di Pompeïu. 

 

 
 
(Il triangolo  ΔM1M2M3  costruito in questo modo viene chiamato un triangolo circlecevian.) 
 
Per verificare la similarita’ dei ΔABC e ΔM1M2M3, e’ suffficente a vedere che due angoli di ΔM1M2M3  
sono uguali a due angoli del triangolo di Pompeïu. Con questo, il lavoro di GeoGebra è fatto, dal momento 
che per la prova non si può fare affidamento su qualsiasi software 
 
Congettura 3 

 
Le line di Simpson lines dei punti M1, M2, e M3  costituiscono triangolo identico al triangolo circlecevian 
che e’ simile al triangolo di  Pompeïu. 

 

 
Al fine di verificare questa congettura, ho costruito le tre linee Simpson e considerato il triangolo formato da 
loro. 
 
Per verificare se questo triangolo è congruente al triangolo circlecevian, avevo bisogno di fare in modo che i 
lati corrispondenti hanno lunghezze uguali. Si tratta di buoni risultati, giusto? Rapporto di 1:1. Il quadro 
cambiato, tuttavia, dopo l'aumento della precisione in virgola mobile. Questo è infatti ciò che si nascondeva 
dietro questo "1": 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



 
Senza il disegno dinamico che ho creato per questa ipotesi, avrei perso giorni lottano per dimostrare che 
queste due triangoli sono congruenti ... quando in realtà sono "quasi congruenti". Il rapporto tra le loro 
lunghezze dei lati corrispondenti varia tra 1,00003 e 1,15, che sarebbe stato impossibile dire se avessi 
disegnato a mano.  
Dopo ho capito l'errore nella mia congettura, l'ho corretto, sostituendo "congruente" con "simili". Questa 
volta tutto risolto. Inoltre, la prova si è rivelata molto bella!  
Ricerca matematica non è facile. A volte certi "sottile" proprietà rimangono nascosti in uno schizzo a mano. 
Oppure, viceversa, alcuni abbastanza "ovvio" fatti si rivelano non essere vero. Non importa quanto talento è 
una persona, il computer può sempre essere d'aiuto. Che si tratti di GeoGebra, SketchPad, GEONEXT o un 
software simile, nel nostro mondo che cambia rapidamente computerizzato, sarebbe un peccato non 
approfittare delle opportunità che ci può offrire. Come ho detto all'inizio, ogni buon progetto coinvolge sia 
l'intuizione matematica e immaginazione.  Bene, ora posso aggiungere a questo "un minimo di competenze 
informatiche". 
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 
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