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Rennistikur notadar til ad skoda foll, snertla og heildi

Freyja Hreinsdottir

Haskoli [slands

1 Inngangur

[ morgum kennslubékum um diffrun eru fingar par sem nemandi er bedinn um ad finna jofnu snertils
vid graf falls fyrir gefid fall og gefid gildi & breytu t.d. i x = 1. Vanalega eru slik verkefni leyst med
pvi a0 diffra fallid, finna gildi afleidunnar fyrir gefna x gildid t.d. f "(1), til ad fa hallatolu snertilsins
og a0 lokum er jafna linu fundin gegnum punktinn sem um raedir, t.d. (1, f(1)).

Hugbunadur eins og GeoGebra eda grafisk reiknivél hentar mjog vel vid slikar adstedur til ad kanna
hvort hid reiknada svar sé vitrent og einnig til ad tengja algebrulegu reikningana vid snertilinn sem
var fundinn. Pad ma4 leysa svona verkefni i GeoGebru 4 tvo vegu, med pvi ad reikna afleiduna og gildi
hennar eda med pvi ad nota verkferi fyrir snertil. Afleidan er reiknud med pvi ad skrifa Afleida/f] eda
f “(x) 1 inntaksreitinn og gildi hennar fyrir gefid x feest med pvi ad skrifa t.d. f "(1) i reitinn. Pad er

lika mogulegt ad nota snertlaverkfeerio Al a0 fa beint snertil 1 akvednum punkti. Ef petta er gert pa
er naudsynlegt ad skilgreina fyrst punktinn 4 grafi fallsins t.d. med pvi ad skrifa (1,f(1)) i

A
inntaksreitinn eda med pvi ad nota punktaverkfeerio | ® . og smella beint & graf fallsins.
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Mynd 1 Graf falls med tveimur snertilinum pess

GeoGebra getur gefid utgildi fyrir marglidur og reiknad tolulega utgildi fyrir 6nnur foll ef bil er gefid
(skipunin er Utgildi). Einnig er til skipun sem gefur beygjuskilapunkta fyrir marglidur (Beygju—
skilapunktur).

Annars konar vandamal er af gerdinni:

Hallatala snertils vid fallid f(x) = ax3 - 3x% + x + 3 {punktinum (—1,f (=1)) er 1.
Finnio gildio a a.
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Slik verkefni eru vanalega leyst algebrulega p.e.a.s. nemandinn diffrar fallid, setur inn gildiod -1 fyrir x
ogleysir f '(—1) = 1tilad fa gildi 4 a:

f'(x) = 3ax?-6x + 1 semgefurf(-1) =3a+ 6 +1 =1s03a = -6 a = —2.

Um leid og buid er ad umforma verkefnid yfir i algebruverkefni er oftast ekki talid naudsynlegt ad

teikna fallid eda sannreyna svar.

[ morgum staerdfredigreiningarbokum eru lika floknari verkefni af somu gerd par sem finna parf
stadbundin utgildi, beygjuskilapunkta, heildi osfrv. Oftast er gert rad fyrir ad reikningar séu
framkvaemdir 1 hondunum og verkefninu breytt i algebruverkefni p.e. yfir i pad ad leysa jofnuhneppi.
Aherslan verdur pannig frekar 4 algebru en 16gun fallsins sem unnid er med.

Hér fyrir nedan skodum vid leidir til ad nota GeoGebru fyrir lausn slikra verkefna & myndraenan hatt.
Morg demanna hér koma ur [3].

2 Notkun rennistika

bad er mjog einfalt ad nota GeoGebru til a0 kanna 4hrif pess ad breyta gildi stika (eins eda fleiri) i
skilgreiningu falls eins og hér fyrir ofan. begar slikur stiki er skilgreindur veljum vid

rennistikuverkferid og smellum & myndaglugga. Pegar pad er gert opnast litill gluggi:
1 x)
®Tala N
OHorn E
O Heil tala O Slembi

Bil| Rennistika | Hreyfing

Mfast |Larétt v | Breidd: 100

Mynd 2 bessi gluggi er notadur til ad stilla rennistikuna. Hér er sett inn lengd bils, nafn ofl.

Til ad leysa verkefnid hér fyrir ofan baum vid til rennistiku a og skilgreinum pvi neest fallid med pvi

ad skrifa f(x) = ax3- 3x? + x + 31 inntaksreit. Vid verdum ad skrifa a * x> eda a x3 svo

GeoGebra skilji ax3.

Mynd 3 Graf fallsins f{x) med upphafsgildid a = 1

A myndinni hér 4 undan var fyrst skilgreind rennistikan og pvi nzst fallid f(x). Vid settum svo inn

punktinn (—1, f (—1)) i inntaksreitinn (hann fékk nafnid 4) og notudum snertlaverkfaerid Al ad
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merkja inn snertil vid f(x) i punktinum. Hallaverkfzrio er notad til ad merkja inn halla
snertilinunnar. Til ad finna umbedid gildi 4 a breytum vid einfaldlega gildi rennistikunnar med

musinni par til gildi hallatdlunnar er 1.

-05

Mynd 4 Gildid a = —2 gefur umbedinn halla

Verkefui: Fallid f(x) = x? + bx + c hefur laggildi i punktinum (—3,—10) og gengur gegnum
punktinn (0,—1) . Finnid gildi & b og ¢ pannig ad fallid uppfylli petta med pvi ad nota rennistikur i
GeoGebru (pid verdid ad breyta bilinu sem b er skilgreint &, petta er gert med pvi ad hagrismella 4
rennistikuna og velja Eiginleikar).

Verkefini: Gefid er fallid f(x) = x? — bx + c. Snertill vid f(x) i punktinum (—2, 0) er hornréttur 4
linuna y = x — 3. Finnid gildi & b og ¢, pannig ad petta sé uppfyllt, med pvi ad nota rennistikur i
GeoGebru. Athugid ad ekki er sama i hvada rod gildi rennistikanna er breytt.

ay=x-3

Mynd 5 Graf f (x) = x?- x + 1 med snertilinu gegnum punktinn (-2, f(—2)) = (—2,7). Linan
y = x — 3 asamt hornréttri linu sem gengur gegnum punktinn (—2, 0).
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3 bridja stigs marglida

Verkefnid hér fyrir nedan er Ur kennsluefni Ur islenskum framhaldsskola [3]. Gert er rad fyrir ad
nemendur leysi pad algebrulega eftir ad hafa diffrad. Finna 4 pridja stigs marglidu f(x) = x3 +
bx? + cx + d sem uppfyllir eftirfarandi skilyrdi:

Fallio hefur laggildi i x = 1 og graf pess hefur beygjuskilapunkt i (—1,12).

Hér fyrir nedan forum vid gegnum nokkur skref par sem petta er leyst med pvi ad nota rennistikur
GeoGebru.

1. Skilgreinid prjar rennistikur b, ¢ og d. Skilgreinid pridja stigs margliduna f(x) = x> + bx? +
cx + d iinntaksreit.
Vid getum gert viofangsefnid audveldara med pvi ad sja til til pess ad rennistikur taki adeins
heiltolugildi. Petta er gert med pvi ad hagrismella 4 rennistikuna, velja Eiginleikar hlutar.. og
undir flipanum Rennistika setja Stighcekkun jatnt og 1..

2. Kannid 4hrif pess ad breyta gildum 4 rennistikunum og reynid ad finna gildi pannig ad fallid
uppfylli skilyrdin sem gefin eru. Kannid sér i lagi hver ahrif pess eru ad breyta gildi d.

3. Skrifid f (x) i inntaksreit, haegri smellid 4 grafid sem birtist, veljid Eiginleikar og breytid lit pess
svo audveldara sé ad adgreina pad fra grafi f(x). Skrifid f “"(x) i inntaksreit og veljid pridja litinn
a grafio sem birtist.

4. Breytid gildi c og fylgist med ahrifum pess a graf f "(x).
5. Breytid gildum b og fylgist med dhrifum pess a graf f " (x).

6. Fallid 4 ad hafa beygjuskilapunkt i x = —1. Hvad segir petta okkur um graf f “"(x)? Getid pid
fundid gildi 4 rennistikunni b pannig ad petta sé uppfylit?

7. Fallid 4 ad hafa laggildi i x = 1. Hvad segir petta okkur um graf fallsins f “(x)? Getid pi0 fundid
gildi 4 rennistikunni ¢ pannig a0 petta sé¢ uppfyllt? Athugid ad pad getur verid naudsynlegt ad
breyta stillingum c, pad er gert med pvi ad haegrismella 4 ¢ og velja Eiginleikar.

Nuna @tti grafid ad hafa umbedna 16gun en eftir er ad finna gildi 4 d pannig ad stadsetningin sé rétt.

8. Skilgreinid punktinn (—1, 12) i inntaksreitinn. Breytid gildi & d par til graf fallsins f (x) gengur
gegnum punktinn. Ef pad er erfitt a0 sja petta nakvemlega getur hjalpad ad skrifa f (—1) i
inntaksreitinn til ad fa ndkvaemt gildi (i algebruglugganum) og sidan breyta gildi d par til

f(-1) =12

9. Nuna @ttum vid ad hafa fundid rétt gildi 4 b, ¢ og d og skilgreining fallsins f(x) etti ad vera i
algebruglugganum.
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Mynd 6 Lausn 4 vidfangsefninu hér 4 undan

Verkefni: Ef vid erum bedin um ad breyta fallinu pannig ad beygjuskilapunktur sé i (—1, 10) med
hvada rennistiku eigum vid ad vinna til ad né pvi fram?

Verkefni: Hvad ef nyju upplysingarnar eru ad beygjuskilapunkturinn sé i (—2,10)?

Verkefni: Getid pi0 breytt gildum rennistikanna pannig ad f{x) hafi engin utgildi? Hvernig?

Verkefni: Getid pi0 breytt gildum rennistikanna pannig ad f(x) hafi ekki beygjuskilapunkt? Hvernig?
Hefobundin leid til ad leysa upprunalega verkefnid hefdi verio ad diffra f(x) tvisvar og nota
upplysingar um beygjuskilapunkt til ad fa jofnuna —6 + 2b = 0 og upplysingar um laggildio til ad
fajofnuna 3 + 2b + ¢ = 0ogad lokum fest—1 + b- ¢ + d = 12 pvi punkturinn (—1,12) er

a ferli fallsins.

Verkefni: skilgreinio eina rennistiku i vidbot og kallid hana a. Endurskilgreinid svo fallid sem

f(x) = ax® + bx? + cx + d. Setjid upp jofnuhneppid (med bladi og blyanti) sem fast ef petta
fall uppfyllir skilyrdin fyrir ofan. Pid a&ttud ad fa 3 jofnur 1 4 6pekktum sterdum svo til er heil
fjolskylda af follum sem uppfyllir skilyrdin. Getid pid endurskilgreint rennistikurnar b, ¢ og d med pvi
ad nota ¢ til ad fa allar pridja stigs marglidur sem uppfylla skilyrdin?

Verkefni: B1id til svipud verkefni fyrir fjorda stigs margliou.

Verkefni: B0 til svipud verkefni fyrir adrar gerdir af follum t.d. visis-og lografoll, hornafoll osfrv.
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4 Vandamal vio pessa lausnaradfero

bad er ekki jafnaudvelt ad leysa 61l verkefni af pessari gerd. Ef vid reynum ad leysa mjog apekkt
verkefni:

Finnid gildi d a pannig ad f(x) = ax3 — 2x% - x + Suppfylli f ‘(3) = 3,
a svipadan hatt og gert var hér fyrir ofan pa fest lausnin alls ekki eins audveldlega og adur.

Ef vid gerum eins og 4dur pa tokum vid eftir pvi ad pad gengur alls ekki vel ad na fram hallat6lunni 3
pvi hallatalan stekkur milli gilda, sem eru miklu minni og miklu sterri en 3, pegar vid breytum gildi
rennistiku med musinni. Pad er 6rlitid audveldara ad nota orvatakka & lyklabordi til ad breyta gildi
rennistiku (pad er gert med pvi ad smella & punktinn & rennistikunni og yta svo a 6rvatakka) en samt
sem adur stekkur hallinn milli gilda sem eru adeins sterri og adeins minni en 3. N1 borgar sig ad stilla
rennistikuna nadkvemar med pvi ad heegrismella 4 hana, velja Eiginleikar og setja Stighcekkun &
0.0001. Ntina parf a0 sjalfsogou ad passa ad GeoGebra noti naegilega marga aukastafi, pad er gert med
pvi ad fara i Valkostir og velja Afruna. Med pessari stighaekkun fast ad a = 0.5926 gefur hallann
3.0002 oga = 0.5925 gefur hallann 2.9975. Rétt gildi 4 a er pvi einhvers stadar parna 4 milli.

a=0.5926

B.0002

Mynd 7 Buio ad breyta stighekkun 4 rennistikunni
Verkefni: reynio ad utskyra hvad er ad gerast. Leidbeining: leysid verkefnid algebrulega.
Verkefni: gerid stighakkun ennpa minni og reynid ad fa ndkvaema lausn.

Ef vid erum ndgu polinmadd hér til pess ad halda afram med fleiri aukastafi og minni stigshaekkun
faum vid ad a = 0.592592 er mjog nalaegt pvi ad gefa okkur umbedid gildi 4 hallatdlunni. Pessi tala
virdist nalgast lotubundna tugabrotid 0.592 og ef pvi er breytt i almennt brot faest 0.592 = 592/
999 = 16/27 sem er ndkvaemlega pad sem vid faum ef vid leysum petta 4 algebrulegan hatt.

5 Logmal Newtons um kélnun

Logmal Newtons um kolnun segir ad kdlnunarhradi hlutar sé i réttu hlutfalli vid mismuninn & hitastigi
hlutarins og umhverfisins. betta gefur diffurjéfnuna 2—7; = —k(T — Ty) par sem T er hitastig hlutarins,
Ty er hitastig umhverfisins og k& er fasti. Pessi diffurjafna hefur lausnina

T = ce ® + T,, par sem c er fasti.

Ef bolli af kaffi sem hefur hitastigido 95°C er settur i herbergi par sem hitastigid er 20°C (= Ty) og i
ljos kemur ad 5 minitum seinna er hitastig kaffisins 85°C pa getum vid notad pessar upplysingar til ad
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finna gildi & féstunum ¢ og k og pannig fengid likan sem hjalpar okkur ad akvarda hvener kaffid naer
drykkjarhaefu hitastigi (segjum ad pad sé vid 75°C).

Verkefni af pessari gerd eru vanalega leyst algebrulega, p.e.a.s. vid setjum gefnu upplysingarnar inn {
formuluna til ad f4 jofnur sem sidan eru leystar:
pegar t = 0 faum vid 95 = ce® + 20 svo ¢ = 75 og formilan verdur T = 75e %t + 20.

pegar t = 5 faum vid 85 = 75 %> + 20 sem gefur k = _?1 In (%) ~ 0.0286

Vid hofum pvi T = 75e 709286t 1 20 og petta getum vid notad til ad finna ut hvenzr kaffid hefur
hitastigio 75°C (eftir um pad bil 11 minttur).

bad er audvelt ad gera mynd af pessu i GeoGebru:

140
\1jo\ T; =20
0 ’
T= (95— 20) e 0% 4 20
80 A=(11.077, 75)
ay=75
60
40
20
0
5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-20
Mynd 8 Kolnun kaffis

[ stad pess ad reikna t k eins og gert var hér fyrir ofan getum vid buid til rennistiku fyrir & og pvi naest
breytt gildi pess par til ferillinn fer gegnum (5, 85).

Vid getum gert petta verkefni dhugaverdara med breytilegum forsendum. betta er gert med pvi ad nota
rennistikur. A myndinni fyrir ofan er Ty rennistika (sem vid notudum ekki) en pad er ekki nog ad
breyta bara gildi pess pvi upplysingar um hitastig kaffisins eftir 5 minatur attu lika ad breytast sem og
gildi fastans & (ef Ty er minna en 20°C pa verdur hitastig kaffisins minna en 85°C eftir 5 minutur).

Vi0 purfum prjar rennistikur 1 vidbot, T, fyrir hitastig hlutarins i byrjun, Ty, fyrir upplysingar um
hitastigid eftir m minttur og loks rennistiku m fyrir mintturnar. bad er einfalt ad skrifa upp formulu
fyrir k pegar hinar steerdirnar eru gefnar og setja hana i inntaksreit GeoGebru:

-1 T, — T,
k = —ln(m—0>
m TC_TO

Verkefni: Setjio upplysingarnar hér fyrir ofan inn i GeoGebru. Gerid rad fyrir ad pid setjid kaffibollann
i gluggakistuna par sem hitastigid er 15°C og ad eftir adeins 3 minutur s¢ hitastigido komid nidur i
85°C. Hvener verdur haegt ad drekka kaffio?

Verkefni: Endurnytid likanid fyrir ofan fyrir kélnun désar af Coca-Cola sem upphaflega er vid
herbergishita. Hitastigio 1 isskapnum er 2 — 3 °C og kjorhitastig Coca-Cola til neyslu er 3 — 6 °C (petta
er ad sjalfsogdu smekksatridi). Setjid fram skynsamlegar tilgatur fyrir gildi m og T;,, (kannski borgar
sig ad gera tilraunir med petta og bera saman vid raunveruleikann) og finnid ut hversu lengi pid verdid
ad hafa kokid i isskapnum. Endurgerid nt verkefnid og notid frystiskap (—18 °C) i stad isskaps. Setjid
grof af hitastiginu sem falli af tima inn i GeoGebru fyrir badi isskdp og frystiskap og berid saman.
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5 Rennistikur og heildun

Einf6ld heildunarverkefni ma leysa beint i GeoGebru p.e.a.s. vid getum skilgreint fall og notad skip—
unina Heildiff] til ad fa stofnfall og skipunina Heildi[f(x), a, b] til ad fa dkveona heildi0 fra a til . Ef
vid hofum gefin tvo 161l f(x) og g(x) pa gefur HeildiMilli[f(x),g(x),a,b] heildid af f(x) - g(x) fra a
til b.

Damigerd notkun rennistika i pessu samhengi er til ad syna hvernig gildi undir- og yfirsummu nalgast
gildi heildisins pegar fjoldi skiptibila eykst.

80 1 Yfirsumma 227.38
Undirsumma 200.15

60 1

40 1

20 1

Heildi :4214.67 6 8 10 12

-201  [f(x) = 2*—192° + 952 — 77

_40 4

Mynd 9 Yfir- og undirsummur og heildi falls
Vio getum lika notad rennistikur til ad breyta bili sem heildad er yfir.

8 b=-0.5
-
6 a=1
—
4

Heildi x2 - 3x + 4 fra 1 til -0.5 er -5.25

Mynd 10 Heildun
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betta gagnast vel ef leysa 4 heildunarverkefni af akvedinni gerd, segjum ad vid héfum gefio fallio
f(x) og vid viljum finna yfir hvada bil heildi pess sé jafnt gefinni tolu. Daemigerd leid til ad leysa slikt
vidfangsefni veeri ad heilda f(x), setja inn morkin a og b og leysa med algebrulegum adferdum.

Ef notadar eru rennistikur a og b getum vid 14tid GeoGebru reikna heildid og pvi neest breytt gildum &
a og b par til umbedin nidurstada faest.
Hér fyrir nedan er verkefni ur sterdfredigreiningarbok eftir Greenwell, Ritchey og Lial [2]:

Mengun byrjar ad streyma ut i stdduvatn vid timann t = 0 4 hrada (i gallonum & klukkustund) sem
gefinn er med formulunni

f(©) = 10(1 — e~ 95

par sem t er timi maeldur i klukkustundum. A sama tima fer hreinsunarbunadur i gang og pad hreinsar
4 hradanum

gt) = 0.4t
Hreinsunarbunadurinn er i gangi eins lengi og mengun finnst i vatninu.

Vidfangsetni pessa verkefnis 1 kennslubokinni er ad a) dkvarda magn af mengun eftir 12 klukkustundir
b) nota grafiska reiknivél til ad finna hvenar magn mengunar sem fer it i vatnio er jafnt magni sem
hreinsad er ur vatninu c¢) finna magn mengunar a peim timapunkti sem b lidur gefur d) finna hvenar
01l mengunin hefur verid hreinsud ur vatninu.

|
16 1 |
Mengun rennur i : begar t = 25 pa er mengun sem
141 tj6rnina 4 hradanum rennur i tjornina jofn mengun
[ sem er hreinsud Ur henni
—0.5x\ |
12 f(x) =10 (l—e X)I
I (25, 10)
|
10 !
Mengunin er fjarleegd
g a hradanum
g(x) =04z
6 1 Mengun = 71.25
4 | Mengun i tjérninni vid t = 12 er:
o
5 | ! A (10 (1 —e ") = 0.4 z)da = 71.25
|
0 — : . , . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40
|
|
=21 |
|

Mynd 11 Lidur a og b i mengunarverkefni

Lidur a) er leystur me0 pvi ad heilda f(x) - g(x) fra 0 til 12 og lidur b) med pvi ad finna skurdpunkt
grafanna tveggja. Lidur c) er leystur med pvi ad heilda fra O til 25 sem gefur 105 gallon af mengun.
Eftir ¢ = 25 klukkustundir er mengunin hreinsud 4 meiri hrada en hiin streymir i vatnid svo magn
mengunar fer minnkandi eftir pad. Til demis pa eru vid ¢ = 30 klst 100 gallon af mengun i vatninu.
Til a0 finna hvener 611 mengunin hefur verid hreinsud purfum vid ad finna gildi L pannig ad

L L
f (F@© — g@®)dt =f (10(1 — e™%5%) — 0.4t)dt =0
0 0
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betta er ad sjalfsogdu haegt ad leysa med pvi ad heilda fallid 1 hondunum og leysa fyrir L en pad er
mjog pegilegt ad nota rennistiku hér. Pad er ad segja vid skilgreinum rennistiku L, reiknum heildid fra
0 til L og breytum gildi rennistikunnar par til vid faum svar sem er um pad bil 0.

/

181
161
14

12 f(x) =10 (1 —e *%)

101
glx) =04z

6 Gildi heildisins pegar L = 47.9 er néalagt 0:

47.9
/ (10 (1 —e ") — 0.4 z)dz = 0.118
0

Mynd 12 Eftir 48 klst hefur hreinunarbunadurinn ndd ad hreinsa alla uppsafnada mengun.

Verkefni: leysio verkefnio ef mengunarhradinn er tvofaldadur.

Verkefni: ef vio gerum rad fyrir ad hreinunarhradinn sé linulegt fall, hvad parf pad ad vera svo
hreinsun naist 4 minna en 24 klst? (leidbeining: skilgreinid rennistiku fyrir studul g(x)).
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