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Sadan bruges skydere til at undersgge funktioner,
tangenter og integraler

Freyja Hreinsdottir

University of Iceland

1 Indledning

I mange lerebeger om differentiering er der gvelser af den slags, hvor den studerende bliver bedt om
at finde ligningen for tangenten til grafen for en given funktion ved en given verdi, f.eks. x = 1. Disse
opgaver loses sedvanligvis ved at differentiere funktionen, finde verdien af differentialkvotienten ved
en given x-vardi , f.eks. f “(1), for at finde haeldningen for tangenten og derefter finde ligningen for
en linje gennem det givne punkt f.eks. (1, f(1)).

Software som GeoGebra eller en grafregner er virkelig nyttige redskaber i sddanne situationer for at
kontrollere, om det udregnede svar giver mening, og ogsé for at forbinde de algebraiske beregninger,
der lige er lavet, til det faktiske geometriske objekt, der er fundet frem til. Opgaven kan lgses pa to
mader i GeoGebra: ved at udregne differentialkvotienten og dennes verdi eller ved at bruge
tangentvaerktejet. Differentialkvotienten kan udregnes ved at skrive Derivative [f] eller f “(x) i
indtastningsfeltet og dens vaerdi ved en given x-vaerdi ved at skrive f.eks. f "(1) i indtastningsfeltet.

Man kan ogsé bruge tangentveerktojet A for at fa tangenten direkte pa et bestemt punkt. Hvis det
gores pd den made, skal man forst definere punktet pd grafen for funktionen ved at skrive f.eks.

A
(1, £ (1)) i indtastningsfeltet eller bruge pegevarktajet | ® . og klikke pa grafen for funktionen.
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Fig. 1 Graf for en funktion med to af dens tangenter
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GeoGebra kan give ekstremveerdierne for polynomier og kan udregne numeriske yderpunkter for
andre funktioner, hvis der opgives et interval (kommandoen er Extremum), og der er ogsd en
kommando, der giver punkterne for polynomiers vendepunkt (InflectionPoint).

En anden opgavetype kan f.eks. vare:
Heldningen af tangenten til f(x) = ax3 - 3x? + x + 3ipunktet (—1,f (—=1))er 1.
Find veerdien af a.

Denne type opgave kan kun leses med algebra, dvs. den studerende differentierer funktionen, erstatter
verdien af X med —1 og leser f '(—1) = 1 for fa veerdien af a:

f'(x) = 3ax?- 6x + 1hvilketgiver f(-1) =3a + 6 + 1 = 1,s43a = -6 a = -2,
ndr opgaven er omdannet til en spergsmél inden for algebra, viser det sig ofte, at det ikke er

nedvendigt at lave en graf over funktionen eller kontrollere svaret.

De fleste matematikbgger indeholder ogsa mere komplicerede opgaver af samme type, der omfatter
placering af relative minima og maksima, vendepunkter, integraler mv. Det antages i de fleste tilfelde,
at udregningerne laves i handen, og at opgaven konverteres til algebra, dvs. udregning af ligninger.
Fokus er snarere pa algebra fremfor den faktiske udformning af funktionen.

Nedenfor er en beskrivelse af, hvor man kan bruge GeoGebra til at lose den slags opgaver med en
mere grafisk tilgang. Mange af de opgaver, der er set pa, stammer fra materiale fra et gymnasium i
Island [3].

2 Brug af skydere

Det er ved at bruge GeoGebra meget nemt at undersege, hvad der sker, nar man &ndrer vardien af et
(eller flere) parametre, som optraeder i definitionen af en funktion som den ovenfor. Et sadant

parameter defineres ved at veelge skyderverktgjet og klikke pa visningen Graphics view.
Derefter abnes et lille vindue:
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Fig. 2 Dette vindue bruges til at indstille vardien for intervallet af parametret mv.

Eksemplet ovenfor lgses ved at oprette en skyder a og derefter definere funktionen ovenfor ved at
skrive f(x) = ax3- 3x2 + x + 3 i indtastningsfeltet. For at GeoGebra kan forsta ax3, skal man
enten skrive a * x3 eller a x3.
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Fig. 3 Funktionen f(x) med den oprindelige veerdi pa [?]a = 1

I figuren ovenfor blev forst skyder a defineret og derefter funktionen f(x). Derefter defineres punktet
(=1, f (—1)) i indtastningsfeltet (det betegnes A), og tangentvarktejet A bruges for at

fa tangenten til f(x) i det punkt. Nu bruges haldningsverktejet for at markere tangentens
haldning. Den enskede vaerdi af a findes ganske enkelt ved at flytte skyderen, til vaerdien af

haeldningen er 1.

Fig. 4 Verdien a = —2 giver den enskede heldning

Opgave: Grafen for funktionen f(x) = x? + bx + ¢ har et minimum ved punktet (—3,—10) og
gar gennem punktet (0, —1) . Find verdien af b 0og ¢ ved at bruge skyder i GeoGebra (man skal andre
det interval, som b er defineret udfra. Dette gores ved at hgjreklikke pa skyderen og vaelge Object
Egenskaber).

Opgave: Der er en given funktion f(x) = x? — bx + c. Tangenten til f(x) i punktet (—2,0) er
vinkelret pd linjen y = x — 3. Find verdien af b 0og ¢ med skyderne i GeoGebra. Bemerk:
Overvej, 1 hvilken reekkefolge skydernes vardi skal aendres.
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ay=x-3

Fig. 5 Grafen for f (x) = x? - x + 1 med en tangent gennem punktet (=2, f(—2)) = (—2,7)..
Linjeny = x — 3 sammen med en vinkelret linje, der gar gennem punktet [?] (=2, 0).

3 3.-grads polynomium

Opgaven nedenfor er fra et opgaveark, der blev udleveret til gymnasiestuderende [3]. Det antages, at
de studerende laser det ved at bruge algebra efter differentiering.

Formalet er at finde et 3.-grads polynomium f(x) = x3 + bx? + cx + d, der opfylder folgende
betingelser:

Funktionen har et minimum ved x = 1. og dens graf har et vendepunkt ved (—1,12).
Nedenfor er en reekke trin, som man kan gennemga for at lese denne opgave med skydere i GeoGebra.

1. Definer tre skyder b, ¢ og d. Definer 3.-grads polynomiet f(x) = x3 + bx? + cx + d i
indtastningsfeltet.
Man kan gere opgaven lidt nemmere ved at sikre sig, at skyderne kun omfatter hele tal. Dette
gores ved at hgjreklikke pa skyderen og vaelge Object egenskaber og under fanebladet Skyder
sette tilveeksten til 1.

2. Forseg dig lidt frem med skyderne og prov at finde verdier, s& funktionen opfylder de givne
betingelser. Leaeg iseer meerke til, hvilken virkning det har at endre verdien af d?

3. Skriv f “(x) i indtastningsfeltet, hojreklik pa den viste graf, og vaelg Properties. Skift farve pa
grafen for f “(x), sa det er nemmere at skelne den fra grafen for f(x). Skriv f “"(x) i
indtastningsfeltet, og veelg en tredje farve til den fremkomne graf.

4. Udskift veerdien af ¢ , og laeg merke til den virkning, det har pa grafen for [?]. f "(x).

5. Udskift veerdien af f “'(x), og leeg maerke til den virkning, det har pa grafen for b.

6. Det er antaget, at f har et vendepunkt ved x = —1. Hvad siger det os om grafen for f “"(x)? Kan
der findes en vaerdi pa skyderen b , der opfylder denne betingelse?
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7. Det er antaget, at f(x) har et minimum ved x = 1. Hvad siger det om grafen for f “(x)? Kan der
findes en veerdi pa skyderen c, der opfylder denne betingelse? Bemaerk, at det maske er
ngdvendigt at eendre indstillingerne for skyderen c,. Det gares ved at hejreklikke pé ¢ og velge
Properties.

Grafen for f skulle nu have den enskede facon, men verdien for d, der giver den rigtige placering af
grafen, skal stadig findes.

8. Definer punktet (=1, 12) i indtastningsfeltet. Udskift vaerdien af d, til grafen for f(x) gar gennem
punktet. Hvis det er sveert at se grafisk, kan man skrive f (—1) i indtastningsfeltet for at fa en
nejagtig veerdi (i algebravinduet) og derefter flytte d, til veerdien er 12.

9. De rigtige veerdier for b, ¢ og d er nu fundet, og ligningen for funktionen f (x) skulle nu veere i
algebravinduet.

Fig. 6 Lasningen pa opgaven ovenfor

Opgave: Hvis nu funktionen skal @ndres, sa vendepunktet er ved (—1, 10), hvilken skyder skal der s&
arbejdes med for at opna det?

Opgave: Hvad nu, hvis vendepunktet ifelge de nye oplysninger er ved (—2,10)?
Opgave: Kan vardierne pa skyderne andres, sa f(x) ikke har nogen ekstrema? Hvordan?
Opgave: Kan vardierne pa skyderne andres, sa f(x) ikke har noget vendetangenpunkt? Hvordan?

En traditionel made at lgse den oprindelige opgave pa ville vare at differentiere f(x) to gange og
derefter bruge oplysningen om vendepunktet til at fa ligningen —6 + 2b = 0, oplysningen om
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minimumtilatf4 3 + 2b + ¢ = 0, ogtil sidstharman —1 + b- ¢ + d = 12, eftersom
(—1,12) er pa grafen.

Opgave: Definer en skyder mere a, og redefiner polynomiet som f(x) = ax® + bx? + cx + d..
Opseet ligningerne (med blyant og papir), som man far, hvis denne funktion skal opfylde ovenstadende
forudseaetninger. Det skulle nu give 3 ligninger med 4 ubekendte, sa der er en gruppe funktioner, der
opfylder forudsatningerne. Kan parametrene b, ¢ 0g d redefineres i forhold til a for at fa alle 3.-grads
funktioner, der opfylder forudsetningerne?

Opgave: Lav en tilsvarende opgave for et 4.-grads polynomium.

Opgave: Lav tilsvarende opgaver med andre funktionstyper, f.eks. eksponentielle og logaritmiske
funktioner, trigonometriske funktioner mv.

4 Opgaver med denne lgsningsmetode

Ikke alle opgaver af denne type er nemme at lgse. Hvis man prover lose en tilsvarende opgave:
Find verdien af a, si f(x) = ax® — 2x%- x + 5opfylder f ‘(3) = 3,

pa samme made, fir man ikke losningen s& nemt som i de foregdende eksempler.

Nér man begynder at gere det, der blev gjort for, kan man se, at det ikke er s nemt at fi en haldning
med ngjagtigt veerdien 3, dvs. haldningen hopper mellem store og sma verdier. Det er derfor
nemmere at klikke pa punktet pa skyderen og bruge piletasterne pa tastaturet for at endre vaerdien pa
skyderen. Nar det gores, ses det, at heeldningen hopper mellem verdier, der er lidt sterre og mindre
end 3. Det er derfor en god ide at indstille skyderen mere pracist. Hajreklik pa a for at gere det, og
veelg Object properties, hvorefter stigningen sattes til 0.0001. Nu skal det selvfolgelig sikres, at
GeoGebra bruger nok decimaler. Det gares under Options, og derefter vaelges Rounding. Med denne
stigning ses det, at a = 0.5926 giver hzldningen 3.0002, og a = 0.5925 giver haldningen
2.9975.. Den korrekte veerdi af a er derfor et sted mellem de to.

a=0.5926

B.0002

Fig. 7 Andring af skyderens stigning
Opgave: Prov at forklare, hvad der sker. Tip: Los opgaven med algebra.

Opgave: Lav stigningen endnu mindre, og prov at lase opgaven.
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Hvis man er tilstreekkeligt talmodig til at arbejde med opgaven med endnu flere decimaler og mindre
stigninger, skulle man til sidst fa det resultat, at a = 0.592592 ser ud til at komme meget taet pa de
onskede verdier for haeldningen. Tallet ser ud til at vaere tet pd en periodisk decimalbrek, som kan
konverteres til fraktionen a = 592/999 = 16/27, som er lige netop den lgsning, man far ved at
lose opgaven med algebra.

5 Newtons lov om keling

Ifolge Newtons lov om keling er @ndres temperaturen pd en genstand sig proportionalt med forskellen
I temperaturen pa genstanden og det omgivende medium. Det giver differentialligningen % =
—k(T — Ty), hvor T er temperaturen pa genstanden, T, er temperaturen pa det omgivende medium,
0g k er en konstant. Denne ligning har lesningen

T = ce ™ + T,, hvor c er en konstant.

Sé& hvis en kop kaffe med en temperatur pd 95°C placeres i et rum ved 20°C (= T,), og kaffen 5
minutter senere har temperaturen 85°C, kan man bruge de informationer til at finde vardierne for ¢ 0g

k og saledes fa en model, der vil hjelpe en med at vurdere, hvornar kaffen kan drikkes (f.eks. ved
75°C).

Denne type opgaver loses i reglen med algebra, dvs. man satter informationerne ind i en formel for at
fé ligninger, der skal lgses:
Nart=0, fis 95 = ce® + 20, sa ¢ =75, og formlen er T = 75e~*¢ + 20.

Nir =5, fas 85 = 75¢ %5 + 20, hvilket giver [?] k = — In (%) ~ 0.0286

Man fir derfor T = 7590286t 4+ 20, og det kan bruges til at finde ud af, hvornér kaffen har
temperaturen 75°C (i lgbet af ca. 11 minutter).

Det er nemt at tegne et billede af det i GeoGebra:

140
\:; _ TQ =20
T= (q_r) 2”) r_—lJ.tle- | 2
8 A = (11.077, 75)
ay=75
60
40
20
9]
5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

-20

Fig. 8 Afkeling af kaffe

| stedet for at beregne k ovenfor, kunne man have oprettet en skyder for k og derefter endret dens
veerdi, til kurven ville ga igennem [?] (5, 85).

Man kan gere opgaven mere interessant ved at variere informationerne med skyderen. Der er i figuren
ovenfor T, en skyder (selvom den ikke blev brugt), men det giver ikke rigtigt mening kun at endre
dens veerdi, fordi informationen om kaffens temperatur efter 5 minutter sa ogsé skulle @ndres samt
veerdien af k (hvis Ty er mindre end 20°C, vil kaffens temperatur vaere mindre end 85°C i lebet af 5
minutter).



FEE Lifelong
LB | carning 0 / [ o
Ml Programme ﬁf"- iy

Der skal bruges tre skydere mere, T, for temperaturen pa genstanden i begyndelsen, T,,, for
information om temperaturen efter m minutter og endelig en skyder m for minutter. Det er nemt at
nedskrive en formel for k i forhold til de givne parametre og skrive den i indtastningsfeltet i
GeoGebra:

-1 Ty — T,
k = —ln(m—0>
m T. — Ty

Opgave: Lag informationerne ovenfor ind i GeoGebra. Antag nu, at kaffekoppen settes i
vindueskarmen, hvor temperaturen er 15°C, og efter kun 3 minutter er temperaturen nede pa 85°C.
Hvornér kan kaffen drikkes?

Opgave: Brug modellen ovenfor igen for atkeling af en dasecola, der fra starten har rumtemperatur.
Koleskabstemperaturen er 2 — 3 °C, og den ideelle temperatur for en cola er 3 — 6 °C (det er
selvfolgelig en smagssag). Foretag nogle antagelser for veerdierne for m og T, (man kan evt.
eksperimentere med det og sammenligne med virkeligheden), og find ud af, hvor laenge colaen skal
blive i kaleskabet. Prev nu at udskifte keleskabet med fryseren (—18 °C)), og los opgaven ud fra det.
Lag begge grafer ind i samme grafiske visning for at kunne sammenligne.

5 Skydere og integration

Enkle opgaver inden for integration kan lases direkte i GeoGebra, dvs. man kan definere en funktion
og bruge kommandoen Integral[f(x)] for at fa en primitiv funktion og kommandoen Integral[ f(x), a,
b] for at fa den bestemte integral fra a til b. Hvis man har to funktioner f(x) og g(x), giver

Integralmellem[f(x), g(x), a, b] integralen f(x) - g(x) fraatil b.

I denne forbindelse bruges der typisk skydere til at vise, hvordan hhv. sterstevaerdien og
mindstevardien naermer sig verdien af integralen, nar antallet af intervaller gges.

801
Uppersum 227.38
Lowersum 200,1%3

60 { /] SS
AT TR
40 { S

201

4
Integral = 214.67

201 flz) = 28— 1922+ 950 — 77

Fig. 9 Sterste- og mindstevardier og integralen for en funktion

Man kan ogsa bruge skydere til at definere de dynamiske intervaller for integration.
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Integral of x* - 3x + 4 from 110 -0.5is -5.25

2 (39,368) 2 4 6 8 10

Fig. 10 Integrering

Dette kan vaere nyttigt, ndr man skal studere visse problemer inden for integration. Der er f.eks. givet
en funktion f(x), og man skal besvare spergsmalet, over hvilket interval er integralen af f(x) lig med
et bestemt tal. En sddan opgave vil som regel blive last ved at integrere f(x), udskifte greenserne a og
b og derefter lose opgaven.

Med skyderne a 0og b kan man fa GeoGebra til at beregne integralen og derefter aendre veerdierne a 0g
b, til man har den gnskede verdi.
Nedenfor er en opgave fra en matematikbog af Greenwell, Ritchey og Lial [2]:

En so begynder at blive forurenet pé et tidspunkt ¢ = 0 med en hastighed pa (i gallons pr. time), der
er givet af formlen [?]

f(t) = 10(1 = e
hvor t er tiden i timer. Samtidigt begynder et rensefilter at fjerne forureningen med en hastighed pa
[7]
g(t) = 0.4t
sé lenge, soen er forurenet.
Opgaven er nu at a) finde maengden af forurening efter 12 timer, b) bruge en grafisk regnemaskine til
at finde tidspunkt, hvor den hastighed, som forureningen kommer til sgen med, er lig med den

hastighed, som forureningen fjernes med, c) finde mengden af forurening i seen pé det tidspunkt, der
blev fundet under punkt b, og d) finde det tidspunkt, hvor al forureningen er fjernet fra seen.
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Fig. 11 Del a og b af forureningsopgaven

Del a lgses ved at integrere f(X) — g(x) fra 0 til 12 og del b ved at finde skeeringspunktet for de to
grafer. Del c loses ved at integrere fra 0 til 25, hvilket giver 105 gallon forurening. Efter t = 25 timer
oprenses forureningen hurtigere, end den foregér, sé forureningsmangden nedszttes. Der er f.eks. ved
t =30 timer en forurening p& 100 gallon. For at finde ud af hvornar al forureningen er oprenset, skal
man finde den everste greense L af integralen, sédledes at [?]

L L
f (f(©) — g(©))de =f (10(1 — e %58 — 0.4t)dt =0
0 0

Dette kan selvfolgelig loses ved at integrere funktionen i handen og lese den for L, men det er ganske
praktisk at bruge en skyder her. Dvs. der defineres en skyder L, integralen fra O til L beregnes, og
skyderen flyttes, til man kommer til et svar, der er tilstraekkeligt taet pé 0.
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6 The value of the integral when L = 47.9 is close to 0:
41 47.9 o
/ (10 (1 —¢e "*") — 0.4 z)dx = 0.118
Jo
2_
0 T
5 ‘ 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Fig. 12 Efter 48 timer har oprensningen indhentet forureningen og oprenset den ophobede forurening

Opgave: Los opgaven ovenfor ud fra den antagelse, at forureningshastigheden er dobbelt sé hurtig.

Opgave: Hvis det antages, at oprensningshastigheden er lineaer, hvad skal den sia vere, for at
situationen kan komme under kontrol pd mindre end 24 timer? (Tip: definer en skyder for
koefficienten g(x).)
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