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1 Stuttur inngangur
Við höldum áfram með rannsókn okkar á eiginleikum lotubundinna þríhyrninga á biljarðsborðum
út frá eftirfarandi texta sem settur er fram á bls. 170 í [1]:

„Næst leitum við að þríhyrningi af hámarkslengd sem innritaður er í C (C er ferill á fletinum).
Augljóslega er til a.m.k. einn slíkur þríhyrningur og er engin hlið hans með lengdina núll. Í
öllum hornpunktum hans mun snertillinn að sjálfsögðu mynda jöfn horn við hliðarnar tvær sem
fara í gegnum hornpunktinn. Þar af leiðandi fæst ’hreintóna þríhyrningur’ sem mun samsvara
tveimur aðskildum hreyfingum, einni fyrir hvorn mögulegan skilning á lýsingu. Ennfremur, ef við
leitumst eftir því að breyta þessum þríhyrningi samfellt, höldum röð hornpunktanna óbreyttri
og minnkum ummálið eins lítið og hægt er, þannig að við getum loks hreyft hornpunktana
áfram lotubundið þá uppgötvum við annan hreintóna þríhyrning sem samsvarar einnig tveimur
lotubundnum hreyfingum.”

2 Sýnidæmi af áþreifanlegum hreintóna þríhyrningum
Fyrir einfaldasta tilfellið veljum við sporbauginn

e :
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (1)

og tökum punkt A0 ∈ e á y−ásnum, þ.e. A0 = (0, b) (sjá mynd 1).

Með því að fylgja leiðbeiningunum sem Birkhoff ([1]) setti fram er hægt að finna þann þríhyrning
M A0A1A2 innritaðan í e sem hefur hámarksummál .

Mynd 1: Hreintóna þríhyrningur með A0 = (0, b)

Í [5] fundum við formúlur fyrir hnitum punktanna A1(x, y), A2(−x, y).

Ef við rifjum upp fullyrðingu setningar 1 í [5] sjáum við að ef M A0A1A2 er lotubundinn, þá er
brenniflötur þess sporbaugur með sömu brennipunkta, sem við táknum með

e1 :
x2

a21
+

y2

b21
= 1. (2)
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Skilyrðið að e og e1 hafi sama brennipunkt F1 og F2 má gefa með

a2 − b2 = a21 − b21. (3)

Við gerum ráð fyrir að e1 sé innan í e þannig að við höfum

a > b > 0, a1 > b1 > 0, a > a1, b > b1.

Rifjum upp niðurstöðurnar úr [5]

Hjálparsetning 1. (sjá [5]) Að gefnum sporbaugi e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 getur maður lýst
nauðsynlega og nægjanlega skilyrðinu þ.a. línan y = kx+ b gegnum punktinn A0(0, b) sé snertill
e1 á eftirfarandi hátt

k2 =
b2 − b21
a21

.

Hjálparsetning 2. (sjá [5]) Að gefnum sporbaugi e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 og punktinum A0(0, b)
táknaðu með t1, t2 snertilínurnar frá A0 að e1 og með A1, A2 skurðpunkta snertilínanna við
sporbauginn e : x2/a2 + y2/b2 = 1, þannig að A1(x, y), x < 0, A2(−x, y). Þá höfum við

x = − 2a2a1b
√

b2 − b21
a21b

2 + a2(b2 − b21)
= − 2bka2

b2 + a2k2
,

y =
b(a21b

2 − a2(b2 − b21))

a21b
2 + a2(b2 − b21)

=
b(b2 − a2k2)

b2 + a2k2
.

Út frá venslunum y = −b1 er hægt að finna a1, b1 með því að taka tillit til þeirrar staðreyndar
að e og e1 eru með söma brennipunkta.

Hjálparsetning 3. Að gefnum sporbaug e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 og punktinum A0(0, b) lát
A1(x1, y1), x1 < 0, A2(x2, y2), x2 > 0 vera punktana sem ákvarðaðir eru frá hjálparsetningu 2.
Þá er A1A2 snertill e1 ef og aðeins ef

a1 =
a(
√
a4 − a2b2 + b4 − b2)

a2 − b2
,

b1 =
b(a2 −

√
a4 − a2b2 + b4)

a2 − b2
.

Sönnun. Venslin y = −b1 er jafngild

b(b2 − a2k2)

b2 + a2k2
= −b1.

Þetta má endurskrifa á forminu

b2(b+ b1)− a2k2(b− b1) = 0

þ.a. með því að beita hjálparsetningu 1 fáum við

b2(b+ b1)−
a2(b+ b1)(b− b1)

2

a21
= 0.
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Svo einföldum við

b2 − a2(b− b1)
2

a21
= 0

eða
a21b

2 = a2(b− b1)
2

og þetta þýðir að
a1b = a(b− b1).

Þessi vensl og sú staðreynd að e, e1 eru sammiðja leiðir til hneppisins{
a1b = a(b− b1),
a21 − b21 = a2 − b2.

(4)

Þetta hneppi hefur ótvíræða lausn a1 > 0, b1 > 0 ákvarðaða af

a1 =
a(
√
a4 − a2b2 + b4 − b2)

a2 − b2
,

b1 =
b(a2 −

√
a4 − a2b2 + b4)

a2 − b2
.

Þetta lýkur sönnun hjálparsetningarinnar.

Maður getur kynnt til sögunnar stærðina

s =
b

a
∈ (0, 1). (5)

Þá höfum við eftirfarandi framsetningu formúlna fyrir a1, b1

a1 = a
(
√
1− s2 + s4 − s2)

1− s2
,

b1 = b
(1−

√
1− s2 + s4)

1− s2
.

Maður getur reynt að breyta punktinum A0 með því að velja A0(a, 0) (sjá mynd 2)

Dæmi 1. Að gefnum sporbaug e1 : x
2/a21+y2/b21 = 1 er hægt að lýsa nauðsynlega og nægjanlega

skilyrðinu þ.a. línan y = kx− ka gegnum punktinn A0(a, 0) sé snertill e1 á eftirfarandi hátt.

k2 =
b21

a2 − a21

Hægt er að breyta hlutverki ásanna x og y og endurskrifa jöfnuna y = kx− ka sem

x =
1

k
y + a

til að fá fram svarið
1

k2
=

a2 − a21
b21

úr hjálparsetningu 1.

Með svipaðri röksemdafærslu fæst eftirfarandi:
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Mynd 2: Hreintóna þríhyrningur með A0(a, 0)

Dæmi 2. Að gefnum sporbaug e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 og punktinum A0(a, 0) táknaðu með
t1, t2 snertilínurnar frá A0 að e1 og með A1, A2 skurðpunkta þessara snertilína við sporbauginn
e : x2/a2 + y2/b2 = 1, þ.a. A1(x, y), x < 0, A2(x,−y). Þá höfum við

x =
a(a2k2 − b2)

b2 + a2k2
,

y = − 2ab2k

b2 + a2k2
.

Með því að fylgja eftir sönnuninni á hjálparsetningu 3 getur maður leyst eftirfarandi dæmi

Dæmi 3. Að gefnum sporbaug e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 og punkti A0(a, 0) lát A1(x1, y1), y1 < 0,
A2(x2, y2), y2 > 0 vera punktana sem ákvarðaðir eru í dæmi 2. Þá er A1A2 snertill e1 ef og
aðeins ef

a1 =
a(
√
a4 − a2b2 + b4 − b2)

a2 − b2
,

b1 =
b(a2 −

√
a4 − a2b2 + b4)

a2 − b2
.

3 Ummál áþreifanlegra hreintóna þríhyrninga
Í einfaldasta tilfelli sporbaugsins

e :
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (6)

og punkts A0 ∈ e á y−ásnum, þ.e. A0(0, b) (sjá mynd 1), höfum við skýra formúlu fyrir
A1(x, y), A2(−x, y)

x = − 2bka2

b2 + a2k2
,

y = −M, M =
b(b2 − a2k2)

b2 + a2k2
,
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fengna úr hjálparsetningu 2. Ummál þríhyrningsins M A0A1A2 er

P1 = 2
√
x2 + (b− y)2 + 2|x| =

=
4a2b|k|

√
k2 + 1

b2 + a2k2
+

4b|k|a2

b2 + a2k2
.

Hjálparsetningu 1 má nota til þess að finna lýsinga á P1 og sanna eftirfarandi.

Hjálparsetning 4. Að gefnum sporðbaug e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 og punktinum A0(0, b) lát
A1(x1, y1), x1 < 0, A2(x2, y2), x2 > 0 vera punktana ákvarðaða í hjálparsetningu 2. Þá er ummál
P1 þríhyrningsins M A0A1A2 gefin með

P1 =
4a2b(a+ a1)

√
a2 − a21

b2a21 + a2(a2 − a21)
.

Með því að færa punktinn A0 þ.a. A0(a, 0) getum við sannað

Hjálparsetning 5. Að gefnum sporbaug e1 : x2/a21 + y2/b21 = 1 og punktsins A0(a, 0) lát
A1(x1, y1), y1 < 0, A2(x2, y2), y2 > 0 vera punktana ákvarðaða í dæmi 2. Þá er ummál P2

þríhyrningsins M A0A1A2 gefin með

P2 =
4ab2(b+ b1)

√
a2 − a21

b21a
2 + b2(a2 − a21)

.

Dæmi 4. Sýnið að P1 = P2

Vísbending. Notið (5).

4 Þakkir
Höfundar greinarinnar vilja þakka Ragnari Stefánssyni fyrir hjálplegar athugasemdir og leiðrétt-
ingar á prentvillum í fyrri útgáfum þessa verks.
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