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1 Stuttur inngangur

Vid héldum afram med rannsokn okkar & eiginleikum lotubundinna prihyrninga & biljardsbordum
ut fra eftirfarandi texta sem settur er fram & bls. 170 1 [1]:

,Neest leitum vid ad prihyrningi af hamarkslengd sem innritadur er i C (C er ferill 4 fletinum).
Augljoslega er til a.m.k. einn slikur prihyrningur og er engin hlid hans med lengdina nall. I
Ollum hornpunktum hans mun snertillinn ad sjalfségdu mynda jofn horn vid hlidarnar tveer sem
fara 1 gegnum hornpunktinn. Par af leidandi feest ’hreinténa prihyrningur’ sem mun samsvara
tveimur adskildum hreyfingum, einni fyrir hvorn moégulegan skilning & lysingu. Ennfremur, ef vid
leitumst eftir pvi ad breyta pessum prihyrningi samfellt, héldum r60 hornpunktanna obreyttri
og minnkum ummalid eins litid og heegt er, pannig ad vid getum loks hreyft hornpunktana
afram lotubundid p4 uppgétvum vid annan hreinténa prihyrning sem samsvarar einnig tveimur
lotubundnum hreyfingum.”

2 Synidaemi af dpreifanlegum hreinténa prihyrningum
Fyrir einfaldasta tilfellid veljum vid sporbauginn
e: -+ =5 =1 (1)

og tokum punkt Ay € e 4 y—asnum, p.e. Ay = (0,b) (sja mynd .

Med bvi ad fylgja leidbeiningunum sem Birkhoff ([I]) setti fram er haegt ad finna pann prihyrning
A AgAi Ay innritadan { e sem hefur hamarksummal .

Mynd 1: Hreinténa prihyrningur med Ay = (0,b)

I [5] fundum vid formulur fyrir hnitum punktanna Ai(z,y), As(—2,y).

Ef vid rifjum upp fullyrdingu setningar 1 1 [5] sjaum vid ad ef A AgA;1As er lotubundinn, pa er
brenniflétur pess sporbaugur med sému brennipunkta, sem vid tdknum med

2 2

x Y
e1: -+ =5 =1. 2
! a% b% (2)
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Skilyrdid ad e og e hafi sama brennipunkt F; og Fy méa gefa med
R (3)
Vid gerum rad fyrir ad e; sé innan { e pannig ad vio héfum

a>b>0,a1 >by >0,a>a1,b>b.

Rifjum upp nidurstédurnar ar [5)

Hjalparsetning 1. (sjd [5]) Ad gefnum sporbaugi e : z%/a? + y?/b3 = 1 getur madur ljst
naudsynlega og negjanlega skilyrdinu p.a. linan y = kx + b gegnum punktinn Ay(0,b) sé snertill
ey d eftirfarandi hdtt
b2 — b?

1 .

2
ay

k? =

Hjalparsetning 2. (sjd [5]) Ad gefnum sporbaugi e : x%/a? +y?/b? = 1 og punktinum Ay(0,b)
taknadu med ti,ty snertilinurnar fra Ay ad e1 og med Ay, Ay skurdpunkta snertilinanna vid
sporbauginn e : x2/a® + y*/b? = 1, pannig ad Ai(z,y),r < 0, As(—z,y). Pd hifum vid

B 2a%a1by/b? — b2 B 2bka?

T a2+ a2 — %) b2+ a2k

b(a2b? — a2(b2 — b2))  b(b® — a2k?)

a?b? +a2(b2 —b3) b2+ a2k?

Ut fra venslunum y = —by er heegt ad finna ay, by med bvi ad taka tillit til peirrar stadreyndar
ad e og e; eru med soma brennipunkta.

Hjalparsetning 3. Ad gefnum sporbaug ey : x2/a? + y*/b? = 1 og punktinum Ag(0,b) ldt
Aq(z1,11), 21 < 0, Ag(z2,y2), 22 > 0 vera punktana sem dkvardadir eru fra hjdlparsetningu @
Pd er A1As snertill e1 ef og adeins ef

_a(Wat —a?b? + bt — b?)

ai

a2 — b2 ’
b — b(a® — Va* — a2b? + bt)
1= a2 — b2 :
Sonnun. Venslin y = —b; er jafngild
b(b? — a®k?)
Prake

Petta mé endurskrifa & forminu
V2 (b+by) —a®k*(b—b1) =0
b.a. med pvi ad beita hjalparsetningu [I] faum vid

b+ bl)(b — b1)2

2
ay

2
Db+ by) — = 0.
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Svo einféldum vid 2 2

2 a b - bl

v-— =0
1

eda

aib® = a®(b—by)?
og betta pyodir ad

alb = a(b — bl).

Pessi vensl og st stadreynd ad e, e; eru sammidja leidir til hneppisins

{ arb = a(b—by), ()

at — b3 =a® - v
Petta hneppi hefur 6tvireeda lausn a; > 0,b; > 0 dkvardada af

_a(Vat —a?b? + bt — b?)

ai

a2 — b2 )
b — b(a® — Va* — a2b? + b4)
1= a2 _ b2 :
Petta lykur sénnun hjalparsetningarinnar.
O
Madur getur kynnt til sdgunnar staerdina
b
s=—¢€(0,1). (5)

a

P4 hofum vid eftirfarandi framsetningu formulna fyrir aq, by

(V1 — 52+ st — 5?)

“m=da 1—s2 ’
1-VI_s24 52
blzb( s+s)'
1 — g2

Madur getur reynt ad breyta punktinum Ag med pvi ad velja Ap(a,0) (sjé mynd
Dzemi 1. Ad gefnum sporbaug ey : x2/a? +y? /b3 = 1 er hegt ad lijsa naudsynlega og negjanlega

skilyroinu p.a. linan y = kx — ka gegnum punktinn Ag(a,0) sé snertill e; d eftirfarandi hdtt.
bi

2 _ 2
ay

k=
a

Heegt er ad breyta hlutverki d4sanna x og y og endurskrifa jéfnuna y = kx — ka sem

1
T = %y +a
til a0 fa fram svarid
r a? — a2
kK2 b3

ar hjalparsetningu 1.

Med svipadri roksemdafaerslu faest eftirfarandi:
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Mynd 2: Hreintona prihyrningur med Ag(a,0)

Dzemi 2. Ad gefnum sporbaug e; : x?/a? + y*/b2 = 1 og punktinum Ag(a,0) tdknadu med
t1,to snertilinurnar frd Ag ad e1 og med A1, As skurdpunkta pessara snertilina vid sporbauginn
e:x?/a® +y?/b? =1, p.a. Ai(z,y),r <0, As(z,—y). Pd hifum vid

. a(a’k? — b?)
Y
_ 2ab%k

Yo TR etk

Med bvi ad fylgja eftir sonnuninni & hjalparsetningu [3] getur madur leyst eftirfarandi deemi

Dzemi 3. Ad gefnum sporbaug ey : 2 /a? + y?/bF = 1 og punkti Ag(a,0) ldt Ai(z1,vy1),y1 <0,
As(x2,y2),y2 > 0 vera punktana sem dkvardadir eru ¢ demi . bd er A1As snertill e ef og

adeins ef
a(Vat — a2b? + 0% — b?)
a1 = a2 — b2 )
b(a® — Va* — a2b? + bt)
by = o .

3 UmmaAl apreifanlegra hreinténa prihyrninga

I einfaldasta tilfelli sporbaugsins
2 2

€z Yy

o) + i L. (6)
og punkts Ay € e & y—asnum, p.e. Ay(0,b) (sja mynd [I)), héfum vid skyra formalu fyrir
Al(l‘,y),Ag(—l‘,y)

R 2bka?
b2 4 a2k
y=—M M:b(b2—a2k:2)

b+ a2k?
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fengna tr hjalparsetningu 2] Ummal prihyrningsins A AgA; Ay er

P =222+ (b—y)? +2lz| =

_ 4a®bk|VE2+1  4b|k|a®
b2+ a?k? b2 + a?k?’

Hjalparsetningu [I] ma nota til pess ad finna lysinga 4 P; og sanna eftirfarandi.

Hjalparsetning 4. Ad gefnum spordbaug e; : x2/a? + y?/b3 = 1 og punktinum Ay(0,b) ldt
Ai(x1,y1), 21 < 0, Ax(z2,y2), x2 > 0 vera punktana dkvardada 7 hjdlparsetningu @ bd er ummadl
Py prihyrningsins A AgA1As gefin med

P 4a®b(a + a1)\/a® — af
1= :

b2a? + a?(a? — a?)

Med pvi ad feera punktinn Ag b.a. Ap(a,0) getum vid sannad

Hjalparsetning 5. Ad gefnum sporbaug ey : x2/a? + y?/b3 = 1 og punktsins Ao(a,0) ldt
Ai(z1, 1), 11 < 0, Aa(xa,y2),y2 > 0 vera punktana dkvardada 7 demi @ bd er ummdl Py
bprihyrningsins A AgAi1As gefin med

_ 4ab*(b+b1)\/a? — af
2 bla? + b2 (a2 —a?)

Daemi 4. Synid ad P = P»
Visbending. Notid .

4 Pakkir

Hoéfundar greinarinnar vilja pakka Ragnari Stefanssyni fyrir hjalplegar athugasemdir og leiorétt-
ingar & prentvillum { fyrri utgafum pessa verks.
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