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1 Breve Introduzione
Continuiamo il nostro studio di alcune proprieta‘ dei triangoli periodici sui tavoli da biliardo
con il seguente argomento presentato a pagina 170 in [1]:

”Poi si chiede il triangolo di lunghezza massima inscritto in uno C(C é una curva nel piano). Ev-
identemente almeno un triangolo tale esistera‘, e non puó avere lato di lunghezza 0. In ciascuna
delle sue vertici la tangente ovviamente fanno angoli uguali con i due lati passante per il vertice.
Quindi un triangolo armonico si trova. Inoltre, se cerchiamo di variare questo triangolo contin-
uamente, non cambiando l’ordine dei suoi vertici e diminuendo il perimetro il meno possibile, in
modo da avanzare il infine vertici ciclicamente, si scopre un secondo triangolo armonico.”

2 Esempi espliciti di concreti triangoli armonici
Come un semplice caso abbiamo scelto l’ellisse

e :
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (1)

sia A0 ∈ e un punto sul’asse y, i.e. A0(0, b) (vedi la Figura 1).

Usando la costruzione suggerito da Birkhoff ([1]) uno trova △ A0A1A2 con perimetro massimale
iscritto in e.

Figure 1: Triangolo armonico associato al punto A0(0, b).

In [5] abbiamo trovato espressioni esplicite per le coordinate dei punti A1(x, y), A2(−x, y).

Ricordando l’affermazione del Teorema 1 in [5], si vede che se △ A0A1A2 e‘ periodico, allora il
suo caustica é un ellisse confocale, diciamo

e1 :
x2

a2
1

+
y2

b2
1

= 1. (2)

L’equazione (6) mostra ora che la condizione e e e1 sono confocale, vale a dire avere le stesse
fochi F1 e F2 si esprime come segue

a2 − b2 = a21 − b21. (3)
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1 Introduction 
In optics when it comes down to show the path of rays of light through glass, lenses or systems of 
lenses, many physics teachers groan – the experiments are quite complex, and you need a lot of 
equipment. It is difficult enough to show a ray of light in air – you need smoke, dust or any other way 
of making light visible. To show the path of light in materials, you need special equipment – smoke 
glass lenses etc. Now that’s not always available, and adjustments to the system can usually only be 
done by removing one piece and putting another piece in. To see what happens if you make a lens 
thicker, you have to take out the current lens and put in the new one. Students can then observe the 
situation before the change and after the change – but it is not exactly a gradual change that lets them 
observe how the path of light actually changes. We want to demonstrate how you can show the path of 
light through a lens with the help of dynamic geometry software (DGS). 

This material can be useful for science teachers, who can use it to model experiments with lenses, 
reflection and refraction – not instead of the actual experiment (if one sees experiments only in 
simulation, the pedagogic value is not quite the same), but complementing it. It can as well be useful 
for mathematics teachers. Well, now where is the mathematics? There is a lot of it in there! If a ray of 
light hits the glass surface of an optical lens, a part of it gets reflected back in a certain angle, and 
another part penetrates the glass and continues there, in another angle. The same happens when the 
light reaches the other surface of the lens – again mathematics is required to calculate the angle in 
which the light is reflected and refracted. For ideal lenses, there is an easy equation calculating these 
effects – but this is just a model, and it does work well only with thin lenses and with light falling in 
near the centre of the lens. With thicker lenses and light being more off-centre, the calculations 
become more complex, and from the equations alone it would be difficult to see what happens. With 
DGS it is possible to simulate the properties of a lens without actually having to use a lens, laser light, 
etc. But even for the DGS, we need mathematics to create the simulation in the first place. 

2 Easy beginnings – light hits a plane surface 
2.1 Reflection 
When a ray of light hits a plane glass surface, a part of it is reflected. The law of reflection says that 
the angle of incidence (between the ray of light and the normal) is equal to the angle of reflection: 

 
Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Supponendo che e1 é dentro e abbiamo

a > b > 0, a1 > b1 > 0, a > a1, b > b1.

Ricordandiamo alcuni dei risultati in [5].

Lemma 1. (see [5]) Data l’ellipse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 si puó esprimere la condizione

necessaria e sufficiente tale che la linea y = kx+ b attraverso il punto A0(0, b) é tangente a e1
come segue

k = ±b2 − b2
1

a2
1

.

Lemma 2. (see [5]) Data l’ellipse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 e il punto A0(0, b) sia t1, t2 la linea

tangente da A0 a e1 e se A1, A2 siano i putni d’intersezione delle linee tangente con l’ellisse
e : x2/a2 + y2/b2 = 1, tale che A1(x, y), x < 0, A2(−x, y). Allora abbiamo

x =
2a2a1b

√

b2 − b2
1

a2
1
b2 + a2(b2 − b2

1
)
= − 2bka2

b2 + a2k2
,

y = −M, M =
a2b(b2 − b2

1
)

a2
1
b2 + a2(b2 − b2

1
)
=

b(b2 − a2k2

b2 + a2k2
.

La relazione M = b1 significa che possiamo trovare a1, b1 tenendo conte che e e e1 siano confocali.

Lemma 3. Data l’ellisse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 e il punto A0(0, b) sia A1(x1, y1), x1 < 0,

A2(x2, y2), x2 > 0 sono i pinti determinati nel Lemma 2. Allora A1A2 é tangenta a e1 se e solo
se

a1 =
a(
√
a4 − a2b2 + b4 − b2)

a2 − b2
,

b1 =
b(a2 −

√
a4 − a2b2 + b4)

a2 − b2
.

Proof. La relazione M = b1 e equivalente a

b(b2 − a2k2

b2 + a2k2
= b1.

Quesot implica
b2(b− b1)− a2k2(b+ b1)

allora usando il Lemma 1 si ottirnr

b2(b− b1)−
a2(b− b1)(b+ b1)

2

a2
1

= 0.

Usando b 6= b1 otteniamo

b2 − a2(b+ b1)
2

a2
1

= 0

o
a21b

2 = a2(b+ b1)
2

e questo implica
a1b = a(b+ b1).
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Fig.1 Reflection of light at a plane surface. 



Questa relazione e il fatto che e, e1 sono confocali implica

{

a1b = a(b+ b1),
a2
1
− b2

1
= a2 − b2.

(4)

Il sistema ha unica soluzione a1 > 0, b1 > 0 determinata come segue

a1 =
a(
√
a4 − a2b2 + b4 − b2)

a2 − b2
,

b1 =
b(a2 −

√
a4 − a2b2 + b4)

a2 − b2
.

Questo complete la dimostrazione

Si puo definire la quantitá

s =
b

a
∈ (0, 1). (5)

Abbiamo la seguente formula di rappresentazione di a1, b1

a1 = a
(
√
1− s2 + s4 − s2)

1− s2
,

b1 = b
(1−

√
1− s2 + s4)

1− s2
.

Uno puo scegliere A0 prendendo A0(a, 0) ( vedi la Figura 2).

Figure 2: Triangolo armonico con A0(a, 0).

Exercise 1. Data l’ellipse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 si puó esprimere la condizione necessaria e

sufficiente tale che la linea y = kx− ka attraverso il punto A0(a, 0) é tangente a e1 come segue

k = ±b2 − b2
1

a2
1

.
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Exercise 2. Data l’ellisse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 e il punto A0(a, 0) sia t1, t2 le linee tangenti

da A0 a e1 e A1, A2 siano i punti di intersezione di queste linee tangenti con l’ellisse e : x2/a2+
y2/b2 = 1, tale che A1(x, y), x < 0, A2(x,−y). Allora abbiamo

x = −2a(k2 − b2)

b2 + a2k2
,

y =
2ab2k

b2 + a2k2
.

Usando la dimosttrazione del Lemma 3 si puo risolvere ils eguente esercizio.

Exercise 3. Data l’ellisse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 e il punto A0(0, b) sia A1(x1, y1), x1 < 0,

A2(x2, y2), x2 > 0 sono i punti determinati del Lemma 2. Allora A1A2 é tangente al e1 se e solo
se

a1 =
a(
√
a4 − a2b2 + b4 − b2)

a2 − b2
,

b1 =
b(a2 −

√
a4 − a2b2 + b4)

a2 − b2
.

3 Perimetro di triangoli armonici cnreti
Nel cao semplicissimo di una ellisse

e :
x2

a2
+

y2

b2
= 1. (6)

e un punto A0 ∈ e sul asse y noi abbiamo formule esplicite per A1(x, y), A2(−x, y)

x = − 2bka2

b2 + a2k2
,

y = −M, M =
b(b2 − a2k2

b2 + a2k2
,

trovati nel Lemma 2.Il perimetro del triangolo △ A0A1A2 é

P1 = 2
√

x2 + (y − b)2 + 2|x| =

=
4a2b|k|

√
k2 + 1

b2 + a2k2
+

4b|k|a2
b2 + a2k2

.

Lemma 1 si puo usare per trovare P1 e dimostrare il seguente.

Lemma 4. Data l’ellipse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 e il punto A0(0, b) sia A1(x1, y1), x1 < 0,

A2(x2, y2), x2 > 0 sono i punti determinati nel Lemma 2. Allora il perimetro P1 del triangolo
△ A0A1A2 é

P1 =
4a2b(a+ a1)

√

a2 − a2
1

b2a2
1
+ a2(a2 − a2

1
)

.

Movendo il punto A0 tale che A0(a, 0) si puo arrivare al seguente.

Lemma 5. Data l’ellipse e1 : x2/a2
1
+ y2/b2

1
= 1 e il punto A0(a, 0) sia A1(x1, y1), x1 < 0,

A2(x2, y2), x2 > 0 sono i punti determinati nel Exercizio 2. Alora il perimetro P2 del tirnagolo
△ A0A1A2 é

P2 =
4ab2(b+ b1)

√

a2 − a2
1

b2
1
a2 + b2(a2 − a2

1
)

.

Exercise 4. Verificare che S1 = S2.

Soggerimento. Usare (5).
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