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1 Inngangur

N1 til dags mé sja tolvugerd brotamynstur hvarvetna, fra krisidalluhénnun 4 télvulistarplakétum
ad skyringarmyndum i alvarlegum visindatimaritum. Ahugi &4 brotamyndum heldur afram ad
aukast hja visindamonnum og, sem kemur ad vissu leyti a4 6vart, hja listaménnum og honnudum.
Pessi grein gefur sjonreena synikennslu & hinum floknu og fallegu myndum sem geta komid fyrir
sem lausnir 4 jofnum, jafnvel af einféldum jofnum.

Brotamyndir eru ramfraedilegir hlutir sem eru venjulega afleiding itrekunar- eda rakningarferils
eda algrims, b.e. paer eru ekki kyrrstaedar myndir heldur eru peer binar til meo kviku ferli. Hugs-
adu um Oll fallegu formin sem koma fram { nattirunni - hja plontum vegna vaxtar peirra; { fjollum
sem afleiding fyrri jardskorpuhreyfinga auk vedrunar. Pad er ekki heegt ad lysa brotamyndum
med algebruformulum eins og t.d. einhverri flatarmynd i Evklidskri rimfraedi.

Pad er ekki erfitt a0 sja fyrir sér ad ef kerfi er lyst med floknum steerdfraedijofnum pa er moguleiki
& pvi ad lausnin verdi flokin og ofyrirsjaanleg. Pad sem hefur komid flestum visindaménnum a
ovart er a0 jafnvel einfold kerfi, sem lyst er med einféldum jéfnum, geta haft ,skrytnar” lausnir.
Freegasta deemid er jafnan sem notud er til pess ad likja eftir timaproéun einnar tegundar og er
bekkt sem ,logistic vorpun”. Meira efni um lausnir logistic vorpunarinnar ma finna i [1].

Hér munum vid taka fyrir kerfi tveggja strjélla 6linulegra jafna sem eru einnig pekktar sem
rakningarjéfnur (mismunajoéfnur) eda itrekud vorpun. Slik kerfi koma upp i t.d. vistfraedilegu
likani af randyri og brad. Tvo slik klassisk Lotka-Volterra likon eru synd i undirkafla 2 og notud
til pess ad utskyra hugmyndina bakvid slik kerfi & takmorkudum og stodugum lausnum (sem
kallast ferlar). Deemi um almennar annars stigs, pridja stigs og adrar itrekadar varpanir eru svo
syndar { undirk6flum 3,4 og 5. Eins og sja mé af myndunum bar eru lausnirnar allt 60ruvisi en
beer sem syndar voru { undirkafla 2; ferlarnir (takmarkadir en 6st6dugir) lysa hlutum i sléttunni
sem mé einfaldlega bera saman vid listaverk! Ef pu vilt leera meira um eiginleika slikra lausna
& ftrekudum vorpunum getur pua lesid undirkafla 6. Myndirnar { greininni voru fengnar med
forritinu Maple 13. Einfaldar Maple skipanir sem ko6lludu fram hluta af myndunum eru gefnar {
vidaukanum.

2 Strjal likon fyrir randyr og brad

Vid skodum strjalt likan fyrir randyr og brad par sem onnur tegundin veidir hina. Deemi tr
natturinni eru medal annars hakarlar og fiskar, gaupur og hérar, mariubjollur og bladlys, ulfar
og kaninur. Mjog einfalt likan, pekkt sem Lotka-Volterra likanid 2], er eftirfarandi:

Tnt1 = Tp(l+ p1 — P2xn, — P3Yn)

(1)
Yn+1 = yn(l —q1 + Q2$n), n= 07 1727 o

Hér eru p1,p9, p3, q1 0g qo fastar steerri eda jafnir nulli; x, og y, tdkna stofnsteerd bradar og
randyrs vid tima n. Lidirnir heegra megin { jéfnunum hafa eftirfarandi liffreedilegu merkingu:

o (14 p1)z, — p2x2 taknar Jogistic voxt” hja stofni bradarinnar ef engin randyr eru til stadar;
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® D3TpYn 0L GaCnyn tdknar vixlverkun tegundanna: stofn bradarinnar bidur tjon af vixlverkuninni
en stofn randyranna nytur géds af henni;

e (1 — q1)y, tdknar atrymingu randyra ef bradin er ekki til stadar.

Pad eru prjar tilteknar dtkomur sem sjast oft i raunveruleikanum. Fyrsta tilfellid er sambad
lifvera, ba lifa tegundirnar i jafnveegi vid hvor adra. I nattirinni pa er petta liklegasta titkoman.
I 60ru tilfellinu deyr énnur tegundin at og i pvi pridja deyja badar tegundirnar ut.

Ef vid pekkjum gildi vid timann n = 0, t.d. (z9,yo), getum vid reiknad med oendanlega runu
af punktum { (z, y)-planinu

(:Bl:yl)a (x27y2)7 ey <$n7yn)7 <$n+17yn+1)7 LRI (2)

Runan lysir proun stofnanna er lidur & timann og er kollud ferill (zg,y0); (zo,y0) er kalladur
upphafspunktur eda upphafsskilyrdi. Augljoslega eru gildi i rununni had valinu & (z9,y) auk
gildanna & fostunum p1, p2, p3, g1 0g ¢2. Adalspurningin er pvi: ad gefnum einhverjum upphafs-
punkti (zg,y0) hvad getum vid sagt um hegdun ferils fyrir nsegjanlega stort n? Mynd
synir prja ferla med

p1 = 0.05,p2 = 0.0001, p3 = 0.001, g1 = 0.03, g = 0.0002 (3)

fyrir prja mismunandi upphafsskilyrdi; (xo,v0) = (20,5), (zo,y0) = (100,10) og (zo,y0) =
(50,40), tdknud med fylltum ferningum & myndinni. Eins og sést, pegar n er steckkad nalg-
ast ferlarnir dkvedinn punkt { planinu og halda sig { grennd vid hann. Slikur punktur kall-
ast stodug sistada eda addrdttarpunktur. Pa getur fundid hann med pvi ad setja inn {
Tyl = Tn = T,Ynt1 = Yn = Yy og leysa svo Olinulega kerfid sem bu fero fyrir x og y. Pu
munt fa prjar mismunandi lausnir (xg,y0) = (0,0), (zo,y0) = (500,0) og (xo,yo) = (150, 35).
Pridju punkturinn (150, 35) er addrattarpunkturinn sem syndur er & mynd Hinar tveer sist6o-
urnar er sagoar vera dstédugar vegna pess ad ferlar upphafspunkta, jafnvel mjog naleegt peim,
fara i burtu fra peim er n staekkar.

Settu nit po = 0 inn { likanio ; pannig getur pu breytt vaxtarhradanum 1 stofni bradarinnar.
Kerfid verour:
Tnt1 = Tp(l+ p1 — P3Yn)

Yn+1 :yn(l_QI+Q2xn)’ n=0,1,2,... (4)
Myndsynir einn feril med sému gildi & p1, p3, ¢1 og g2 ur (2)) og med upphafsskilyrdid (xg, yo) =
(20,5), taknad med fylltum kassa. Vid sjaum na allt adra mynd: steerd stofnanna sveiflast til og
myndar stoduga hringrds. Hvernig ma tulka slikt kerfi i tengslum vio hegdun tegundanna? Ef
bad eru hlutfallslega morg randyr mioad vid fjolda bradar, p4 minnkar stofn randyranna. Pegar
hlutfall randyra og brada minnkar pa steekkar stofn bradarinnar. Ef pad er naegjanlegur fjoldi
brada eykst fjoldi randyra. Hringrasarhegdunin sem myndast er pvi endurtekin 1 sifellu.
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Mynd 1: Ferlar: (a) af likani (1)); (b) af likani

Ferlarnir { deemunum tveimur hér ad ofan hafa sameiginlegan eiginleika: Pau eru 61l takmdorkud
vegna bess ad til eru ferhyrningar i (z,y)-sléttunni (sj& mynd (1) sem innihalda alla punkta
(Tp,yn),n = 1,2,... fyrir hvada upphafsskilyrdi (zg,%0) sem er innan bessara ferhyrninga. I
kerfunum tveimur er annad hvort til addrattarpunktur sem dregur alla ferla ad sér eda ferillinn
myndar stoduga hringras. I badum tilfellunum segjum vid ad ferillinn er stédugur.

Jofnurnar i og kallast strjdl dtrekud kerfi eda itrekud vorpun vegna pess ad naestu gildi
r— og y—stakanna er fengin einungis af fyrra gildi peirra. I nsesta undirkafla munum vio taka
fyrir almennari tilfelli itrekadra varpana sem hafa ferla sem eru takmarkadir en dstédugir: slikur
ferill fer aldrei at i 6endanleikann en mun hinsvegar aldrei koma sér fyrir a0 punkti eda ad
hring. Upphafsgildin dragast ad sérstakri gerd addrattarpunkts sem nefnist skriytinn eda dreidu
addrattarpunktur, sem er hvorki punktur né endanlegt safn punkta, heldur er pad frekar flokinn
ramfraedilegur hlutur sem nefnist brotamynd.

3 TItrekud annars stigs vérpun

[trekudu varpanirnar og hafa 1idi 4 forminu 22 og x,y, sem efsta stigs 1idi, svo um er ad
reeda annars stigs varpanir. Almennt form annars stigs vorpunar er

Tptl = a1 + a2y + a3$121 + a4xpYn + asyn + aﬁyVQL (5)
Yn+l = b1 + box,, + bg.ﬁ% =+ b4xnyn =+ b5yn + bﬁyi, n= 0, 1, 2, -
Til deemis hoéfoum vid i vorpun

a1 = 0,a2 = 1+p1,a3 = —p2,a4 = —p3,a5 = ag = 0;01 = by = b3 = 0,b4 = q2,b5 = 1—q1,bs = 0.

Taknadu med a = (a1, az, as, a4, as, ag) og med b = (by, be, bs, by, bs, bg) vigra studlanna { annars
stigs ftrekunar kerfinu . Tafla [1| inniheldur sex toluleg deemi fyrir a og b. Upphafspunkturinn
i 6llum deemunum er valinn sem (xg, yo) = (0,0).
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Tafla 1: Deemi um annars stigs varpanir med ringlada addrattarpunkta

Daemi Stuélar vigra a og b Mynd
1 a=(-1.2,-0.6,-0.5,0.1,—-0.7,0.2) 2(vinstri)
b=(— 090901 0.3, 1,0.3)
2 a=(-1.1,-1,04,-1.2,-0.7,0) 2(heegri)
b= (— 07090311 —0.2,0.4)
3 a=(-0.9,0.6,1.2,0.8,—0.8, —1) 3(vinstri)
b=(-04,0.1, 06040109)
4 a:( 0.3,0.7,0.7,0.6,0, —1.1) 3(haegri)
= (0.2,-0.6,—0.1, 0104 —0.7)
5 (02 0.8,—-0.6, 07 —0.3,-0.2) 4(vinstri)
b (-0.9,-0.5,0.6,—-1.2,—-0.3,0.8)
6 = (0.7,0.6,—0.4, 010801) 4(haegri)
=(-0.9,0.4,0.6,—-0.4,—-0.7,—1.2)

Njottu ni heillandi forms 6reiduaddrattarpunkta pessara varpana 4 myndum [2] til [4

Reikningarnir og myndreenu nidurstéournar eru gerdar i forritinu Maple 13. Maple skipanirnar
sem bjuggu til vinstri myndina & mynd [2| eru gefnar { vidaukanum. Taktu eftir gildi fastans
iterations (itrekanir) sem er jafnt 35000! Gildid samsvarar télunni n i punktunum {
sem eru notadir til pess ad bua til myndina. Nokkur deemanna i t6flu [1| parfnast frekari itrekana
- u.p.b. 50000! Heldur bt ad pi geetir endurgert myndina med reikningum i héndunum? Pad
veeri ekki haegt ad sjé lausnarmyndirnar i allri sinni dyrd an tolva og tolvuteekni og er petta ein
af steerstu framlogum 21. aldarinnar.
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Mynd 2: Oreiduaddrattarpunktar annars stigs varpana: Daemi 1 og 2
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Mynd 3: Oreiduaddrattarpunktar annars stigs varpana: Deemi 3 og 4

Verkefni 1. Syndu myndraent oreiduaddrattarpunkta hinnar vel pekktu Hénon vorpunar [2],
sem var sett af fram af franska stjornufraedingnum Michel Hénon arid 1976:

Tpil = 1+cz721+yn
yn-ﬁ-l:dxru n=0,1,27...

Med upphafsskilyrodi (zg,yo) = (0,0) og studla: (i)c=—1.2,d=04; (ii)c=—1.4,d =0.3.

Verkefni 2. Syndu myndreent éreiduaddrattarpunkta eftirfarandi annars stigs varpana med upp-
hafsskilyrdi (xo,y0) = (0,0) og studlavigra

(i) a = (08,-0.8,-1.1,-0.3,-0.1,-1), b = (-0.9,-0.4,0.6,—-0.4,-0.4,0.4);

(45) o« = (1.3,0.3,0,0.6,—0.6,—1), b = (0.1,-0.7,0.5,—0.8,0.1,—0.6).

0.54

—1.54

Mynd 4: Oreiduaddrattarpunktar annars stigs varpana: Deemi 5 og 6
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4 Itrekadar pridja stigs varpanir

Ef vio baetum vio annars stigs vorpunina lidum af pridja stigi eins og 3, 22y, z,y2, y3 faum
vid pridja stigs vorpun. Almennt form bridja stigs vorpunarinnar er

Tpi1 = a1 + a2y + a3r? + agxd + asxly, + agrnyn + array: + agyn + agy> + a0y
Ynt1 = b + bomy + b3a? + baxd + b2y + b6Tnyn + brony2 + bsyn + boyz + bioyi (6)
n=01,2,...

Téaknadu med a = (al, as, as, aq4, as, ag, a7,ag, ag, a10> og med b = (bl, bg, b3, b4, b5, b6, b7, bg, bg, blO)
vigra studlanna { pridja stigs itrekunar kerfinu @ Tafla |2[ inniheldur fjogur toluleg deemi
[4] af pridja stigs vorpunum med ringlada addrattarpunkta. Myndirnar af ringludu addrattar-
punktunum eru syndar & myndum [5] og [0} Geetid ykkur hafa dottid { hug ad svo einfaldar jofnur
geetu myndad svona fallegar lausnir?

Tafla 2: Demi um pridja stigs varpanir med 6reiduaddrattarpunktum

Daemi Studlar vigra a og b Mynd

7 a=(-1.0,-0.6,0.5,0.2,—0.2,—0.3,-0.7,—0.8, —0.1, —0.9) 5(vinstri)
b=(-0.6,-0.2,1.1,0.6,0.8, —0.8,—0.8,1,1.2, —0.8)

8 a=(-04,0.6,0,-0.5,0.4,—1,-0.5,0.3, —0.9, —0.7) 5(haegri)
b=(-0.2,-0.7,—1.1,-0.2,-0.8, —1.2, —0.1, —0.4, —0.7, —0.9)

9 a=(0,-0.6,-0.6,0.1,—0.9,0.3,—-0.5,1,0.2,0.1) 6(vinstri)
b=(-0.2,-0.7,0.4,0.8,-0.4,—-0.4,—-0.5,—1.1,0.9,0.3)

10 |a=(0.2,-09,-07,-0.2,1,-02,—0.8,—0.4, —1.1,0.3) 6(heegri)
b= (—0.6,0.1,1.2,0.3,0.9,-0.2,1,—1,1.2,0.8)

Maple skipanirnar sem framkalla myndina 4 mynd [5| (vinstri) eru gefnar 1 vidaukanum. I deemum
7 til 10 eru upphafsskilyrdin valin sem (xg,y0) = (0,0).

Pad er vert ad nefna ad fyrir éreiduaddrattarpunkta skiptir upphafspunkturinn engu mali, p.e.
oll upphafsskilyrdi (xg,yo) leida til sdmu myndarinnar (sannreynid pad!). Med 60rum ordum,
hvada upphafspunktur sem er mun framkalla sama mengi af punktum pratt fyrir ad punktarnir
komi fram { annarri r60.

Verkefni 3. Budu til mynd af éreiduaddrattarpunkti fyrir pridja stigs vorpun med studla-vigra

a=(-0.3,12,-1,-1.1,0,0.1,-0.7,0.1,1.2,0.2)
b=(-0.8,0.3,1.2,0.8,—-0.6,—0.5,—0.5,—0.8,0.6,0.8).
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Mynd 5: Oreiduaddrattarpunktar pridja stigs varpana: Deemi 7 og 8

T T T T T T —— I.
-0.8 -0.6 -04 -02 0 02
x x

Mynd 6: Oreiduaddrattarpunktar pridja stigs varpana: Deemi 9 og 10

Verkefni 4. Skrifadu nidur almennt form & fjorda stigs itrekunarvorpun. Breyttu Maple -
skipununum pannig ad peer syni éreiduaddrattarpunkt af fjorda stigs vorpun med studlavigra

a=(-04,-09,—-0.4,-0.9,0.6,—1.1,0.7,0.3,0.1,-0.9, —1.1,0.6, —0.6, 0.2, —0.2)
b=(0.2,-0.2,—-0.6,—1.2,-0.2,0,—1,—1,-0.9,0.1,1.1, -0.7, —0.5,1,0.4).

5 Adrar dhugaverdar itrekunarvarpanir

I sidustu tveimur undirkéflum tokum vid fyrir itrekunarvarpanir af marglidum, p.e. haegri hlid-
ar og @ voru marglidur af 6dru og pridja stigi med tveer breytisteerdir. I stad marglida
getum vid tekio fyrir itrekadar varpanir par sem fyrir koma 6nnur 6linuleg foll svo sem horna-
foll, algildi, ferningsrot, formerkisfallid o.s.frv. - &ll pau foll sem eru venjulega studd af hvada
forritunarumhverfi sem er. Hér ad nedan synum vid tvo slik deemi.

Draumur Konungsins. Einfold en falleg brotamynd [7]. Jofnurnar til ad btia hana til eru

Tpt1 = sin by, + csinbzxy,

Yn+1 = sinazx, + dsinay,, n=0,1,2,...
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med upphafsskilyrdi (z0,y0) = (0.1,0.1) og a = —0.966918, b = 2.879879, ¢ = 0.765145, d =
0.7447228. Brotamyndin er synd 4 mynd Iﬂ (vinstri).

Ef vid breytum gildunum & b, ¢ og d, med pvi ad setja b := b+ 0.1,¢ := ¢+ 0.01,d := +0.1, pa
faum vid nyja brotamynd sem synd er & mynd [7] (haegri).

0.54

_o.4
_0 2_
1 -0.3-

—0.44

Mynd 7: Draumur konungsins (vinstri) og ummyndun hans (heaegri)

Verkefni 5. Biiou til adra brotamynd med pvi ad nota @ med studla a = —0.967,b = 2.89,c =
0.769,d = 0.785 og upphafsskilyrdi (zg,yo) = (0.1,0.1).

Barry Martin brotamynd. Hin er myndud med eftirfarandi strjalu itrekunarkerfi

Tpg1 = Yn — sign(xy)V/ bz, — |

Ynt1 =a—Tp, n=0,1,2,...5 x=yo=0.1

Prja sérstok foll eru notud 1 fyrstu jofnunni: ferningsrot, algildisfallid og formerkisfallid sign.
Formerkisfallid gefur gildio 1 ef z,—gildid er jakveett og gildid —1 ef z,—gildid er neikveett.
Fastarnir a,b og c geta tekio hvada gildi sem er. Brotamyndirnar syndar & mynd [§| eru gerdar
med a = 1,b=2,¢ =3 (vinstra graf) og med a = 0.4,b = 1,¢ = 0.1 (haegra graf).

104

—104

—20

Mynd 8: Barry Martin 6reiduaddrattarpunktar
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Verkefni 6. Budu til Barry Martin brotamyndir med upphafsskilyrdi x¢g = yo = 0.1 og studla
(1) a=1, b=-1, c¢=2
(1) a=1, b=—1, c=-—1;
(17i1) a=0.2, b=-0.1, ¢=0.2;

6 Ef pua vilt lsera meira...

Klassiskar brotamyndir svo sem Koch ferillinn, Sierpinski prihyrningurinn eda sexhyrningurinn
(sja 3], 5], [6], [8] fyrir itarlegri lysingar) eru hlutir sem fela { sér sjalfsvip undir pysjun inn og
ba ma smida med pvi ad nota einfalt mynstur (mynd sem er endurtekin & sifellt minni meeli-
kvordum). Margir hlutir { natttrinni syna af sér slika sjalfsvipi i mismunandi meelikvéroum; til
deemis blomkal, burknar, tré og jafnvel sedakerfin 1 okkar eigin likama hafa ad einhverju leiti
brotamyndauppbyggingu. Brotamyndir komu einnig fram i myndlist, til deemis i méalverkum
Hollenska listamannsins Maurits C. Escher|9], 4dur en peer voru almennt metnar af steerofraed-
ingum og visindamoénnum. Brotamyndum er beitt { mérgum visindagreinum, t.d. i télvuteiknun
og myndpjoppun (skodadu nanar myndir 4 netinu).

Brotamyndirnar sem syndar voru & myndunum { hinum undirkéflunum syna ekki endilega sjalfsvip;
peer hafa einungis svaedi sem eru sjalfsvipa. Eru til slikir hlutir i raunveruleikanum?

Adalatrioio 1 skilgreiningunni 4 brotamynd er vidd pess. Einangradir punktar hafa viddina null,
linustrik hafa viddina einn, yfirbord hafa viddina tveir, og raimmyndir hafa viddina prir. Petta
er peirra ,yvenjulega”’ eda svokallada grenndarvidd. Brotamynd hefur vidd sem fer at fyrir mengi
grenndarviddar sinnar. I flestum tilfellum hafa brotamyndir brotavidd sem er ekki heiltala.
Brotaviddirnar gefa itarlegri upplysingar um grofleika eda flaekjustig mengisins. Pad eru hins
vegar til brotamyndir med heiltéluvidd; i sliku tilfelli parf p6 brotaviddin ad vera steerri en
grenndarviddin. Til deemis pa hefur Sierpinski fjorflotungnum (pyramidi med fjora prihyrnings-
laga hlidarfleti) brotaviddina tveir en grenndarviddina einn [3].

Einkenni 6reidouaddrattarpunkta ad madur veit ekki nakveemlega hvar 4 addrattarpunktinum ferill
kerfisins muni vera. Tveir punktar 4 addrattarpunktinum sem eru néleegt hvor 6drum & einu
timabili geta verid i hvada fjarleegd sem er fra hvor 60rum & seinna timabili. Eina takmorkunin
er a0 astand kerfisins helst 4 addrattarpunktinum. Ennfremur endurtekur hreyfingin sig aldrei -
bad er engin hringrés. Hreyfing pessara éreiduaddrattarpunkta er kélluo dreiduhegdun kerfisins.

Imyndid ykkur mengi upphafspunkta sem fylla litid ferningslaga svaedi & (x,y)-sléttunni. Eftir
eina ftrekun munu punktarnir hafa ferst 4 nyjar stadsetningar & sléttunni og eru nu innan {
t.d. ,ilongu” sveedi eins og samsidungi. Ferningurinn hefur pjappast i adra attina og teygst i
hina. Eftir hverja itrekun verdur samsidungurinn lengri og mjorri. Attun samsidungsins breytist
einnig med hverri itrekun. Magnbundnu tilkanirnar & pessum ahrifum eru gefnar med hinum
svokolludu Lyapunov veldisvisum. Nafnid er dregio af russneska steerdfreedingnum Aleksandr
M. Lyapunov sem var uppi 4 seinni hluta 19. aldar. Itrekud vorpun sem lyst er med tveimur
jofnum, eins og annars og pridja stigs varpana, hefur tvo Lyapunov veldisvisa - einn jakveedan
sem samsvarar stefnu lengingarinnar og annan neikvaedan sem samsvarar stefnu pjoppunarinnar.
Pad er deemigert fyrir 6reidu ad minnsta kosti einn af Lyapunov veldisvisunum sé jakveedur. Vi
munum ekki reeda hér um adferdina til ad finna ut Lyapunov veldisvisinn par sem hin er frekar
flokin. Maple skipanirnar til pess ad reikna Gt Lyapunov veldivisana { deemum 1 og 7 eru gefnar
i vidaukanum. Tafla [3] inniheldur Lyapunov veldisvisana L; og Lo Ur annars og pridja stigs
vorpununum ur deemum 1 til 10.

Pad eru néin vensl milli brotaviddarinnar og Lyapunov veldisvisanna. Gerum rad fyrir ad Ly, Lo
séu pekktir og ad Ly > 0,Ly < 0 og ad |L1| < |L2|. P4 ma reikna brotaviddina F'D med
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formulunni

FD=1-2 (8)

Gildido F'D er nefnt Lyapunov viddin og einnig Kaplan-Yorke viddin eftir n6fnum steerdfraedinganna
sem settu fram reglu (8). S& sem vill lesa sér meira til um petta vidfangsefni getur kikt i back-
urnar [2], [3] og [4]. Brotaviddir éreiduaddrattarpunktanna ar deemum 1 til 10 eru gefnar { t6flu
[l dalki FD.

Tafla 3: Lyapunov veldisvisar og brotaviddir F'D varpananna i Téflum og

Daemi Ly Lo FD Mynd
1 | 0.18 -045 | 1.4 | 2(vinstr)
2 | 0.093 -0.099 | 1.94 | 2(heegri)
30020 -0.032 | 1.1 | 3(vinstri)
1 016 -032 | 1.5 | 3(heegri)
5 | 018 -0.37 | 1.48 | 4(vinstr)
6 | 013 -024 | 1.54 | 4(heegn)
7 0.11  -0.19 | 1.58 | 5(vinstri)
8 10095 -0.16 | 1.50 | 5(heegri)
9 0.049 -0.11 | 1.45 | 6(vinstri)
10 0.043 -0.058 | 1.74 | 6(heaegri)

Ljukum nt bessari grein med ordum Barnsley [10]: ,,Brotarimfredi mun ldta pig sjd heiminn med
00rum augum. P munt eiga hettu d pvi ad tina barnslegri syn pinni d skyj, skdg, vetrarbrautir,
laufbléo, fiadrir, steina, fjoll, vatnstrauma, teppi, mirsteina og fleira. Aldrei aftur mun tilkun
bin d pessum hlutum verda sém.

Vidauki: Maple skipanir

Vidaukinn inniheldur Mable skipanir til pess ad reikna og setja fram myndraent 6reiduaddrattar-
punktinn auk Lyapunov veldisvisa og brotaviddar hans fyrir deemi 1 ar t6flu[lj og deemi 7 ar t6flu
2l Sa sem hefur ahuga getur buid til myndirnar fyrir hin deemin einfaldlega med pvi ad skipta
it gildum & vigrunum a og b med samsvarandi t6lum dr toflunum.

Maple ferlinu er haldid eins einféldu og heegt er. Vanur forritari getur pytt forritid yfir & sitt
uppahalds forritunarumhverfi.

o Adferd til ad reikna og bua til mynd af addrattarpunktinum i annars stigs vorpuninni i deemi
1

restart:

with(plots):

iterations:=35000:

a:=array(1..6,[-1.2, -0.6, -0.5, 0.1, -0.7, 0.2]);
:=array(1..6,[-0.9, 0.9, 0.1, -0.3, -1, 0.3]);
x:=array(0..iterations):

:=array(0..iterations):

< vV T V V V V
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> x[0]:=0: y[0]:=0: #initial condition
> for i from O to iterations-1 do
x[i+1] :=a[1]+a[2]*x[i]+a[3]*(x[i]) "2+a[4] *x [1]*y[i]
+a[bl*y[il+al6]*(y[i])"2:
yli+1]:=b[1]1+b[2]*x[1]+b[3]*(x[i]) "2+b[4]*x[i]*y[i]
+b [6]*y [i1+b[6]*(y[i]) "2

end do:

> points:=[[x[n],y[n]]$n=1..iterations]:

> pointplot(points,style=point,symbol=solidcircle,symbolsize=4,
color=blue,axes=boxed,labels=[’x’,’y’]);

e Adferd til ad reikna Lyapunov veldisvisa og brotavidd annars stigs vorpunarinnar i deemi 1

itermax:=500:
a:=array(l..6,[-1.2, -0.6, -0.5, 0.1, -0.7, 0.2]);
:=array(1..6,[-0.9, 0.9, 0.1, -0.3, -1, 0.3]);
x:=0: y:=0:
vectorl:=<1,0>: vector2:=<0,1>:
for i from 1 to itermax do
xl:=al[1]+a[2]*x+a[3]*x"2+a[4] *x*y+a[b]*y+a[6]*y~2:
y1:=b[1]+b[2] *x+b [3]*x"2+b [4] *x*y+b [6] *y+b [6]*y~2:
x:=x1:
y:=yl:
J:=Matrix([[a[2]+2*a[3]*x+a[4]*y,a[4]*x+a[B]+2*a[6]*y],
[b[2]+2%b[3] *x+b[4] *y,b[4] *x+b [5]+2*b [6] *y]]) :
vectorl:=J.vectorl:
vector2:=J.vector2:
dotprodl:=vectorl.vectorl:
dotprod2:=vectorl.vector2:
vector2:=vector2 - (dotprod2/dotprodl)*vectorl:
length_vectorl:=sqrt(dotprodl):
area:=abs(vectorl[1]*vector2[2] - vectorl[2]*vector2[1]):
Li:=evalf (log(length_vectorl)/i):
L2:=evalf (log(area)/i-L1)
end do:
> print(°L1’=L1, ’L2°=L2); #Lyapunov exponents, L2<0<L1l, |L1[<|L2]|
> FD:=1 - L1/L2; #the fractal dimension

V V VvV T V V

e Adferd til ad reikna og bua til mynd af addrattarpunktinum i pridja stigs vorpuninni i deemi 7

> restart:

> with(plots):

> iterations:=35000:

> a:=array(l..10,[-0.1,-0.6,0.5,0.2,-0.2,-0.3,-0.7,-0.8,-0.1,-0.91);

b:=array(1..10,[-0.6,-0.2,1.1,0.6,0.8,-0.8,-0.8,1,1.2,-0.8]);

x:=array(0..iterations): y:=array(0..iterations):

> x[0]:=0: y[0]:=0: #initial conditions

> for i from 0 to iterations-1 do
x[i+1]:=al[1]+a[2]*x[i]+a[3]*(x[i]) "2+a[4]*(x[i])"3

\2
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+a[5]l*(x[i]) "2+y[il+al6]l*x[il*y[il+al7]*x[i]*(y[i]) "2
+a[8]*y[i]+al[9]*(y[1i]1) "2 + a[10]*(y[i])~3:
yli+1] :=b[1]+b[2]*x [1]+b[3]*(x[i]) "2+b[4]*(x[1]) "3

+b[6]*(x[i]) "2*xy [i]1+b[6]*x [i]*y [i]1+b[7]*x[1]1*(y[i]) "2
+b[8]*y [11+b[9]*(y[i]) "2 + b[10]*(y[i])"3:

end do:

> points:=[[x[n],y[n]]$n=1..iterations]:

> pointplot(points,style=point,symbol=solidcircle,symbolsize=4,

color="LightSeaGreen" ,axes=boxed,labels=[’x’,’y’]);

e Adferd til ad reikna Lyapunov veldisvisa og brotavidd pridja stigs vorpunarinnar { deemi 7

> Digits:=30:

> x:=’x7 yi=ly

> itermax:=500:

> a:=array(l..10,[-0.1,-0.6,0.5,0.2,-0.2,-0.3,-0.7,-0.8,-0.1,-0.9]1);
b:=array(1..10,[-0.6,-0.2,1.1,0.6,0.8,-0.8,-0.8,1,1.2,-0.8]);

A\

x:=0: y:=0:
vectorl:=<1,0>: vector2:=<0,1>:
for i from 1 to itermax do
xl:=al[1]+a[2] *x+a[3]*x"2+a[4] *x"3+a[5] *x"2xy
+a[6]*x*xy+a[7]*x*y~2+a[8] *y+a[9]*y~2 + a[10]*y~3:
y1:=b[1]1+b[2]*x+b [3]*x"2+b[4] *x"3+b [5] *x "~ 2%y
+b [6] *x*y+b [7] *x*y~2+b [8] *y+b [9] *y~2 + b[10]*y~3:
x:=x1l: y:=yl:
J:=Matrix([[a[2]+2*a[3] *x+3*a[4] *x"2+2xa [5] *x*y+a[6]xy+a[7]*y~2,
a[bl*x"2+a[6] *x+2xa[7] *xxy+a[8] +2*a[9] xy+3*a[10]*xy~2],
[b[2] +2%b [3] *x+3%b [4] *x " 2+2*b [6] *x*y+b [6] *y+b [7T] *xy~2,
b [5] *x"2+b [6] *x+2*b [7] *x*y+b [8] +2%b [9] *y+3*b[10] *y~2]]) :
vectorl:=J.vectorl:
vector2:=J.vector2:
dotprodl:=vectorl.vectorl:
dotprod2:=vectorl.vector2:
vector2:=vector2 - (dotprod2/dotprodl)*vectorl:
length_vectorl:=sqrt(dotprodl):
area:=abs(vectorl[1]*vector2[2] - vectori[2]*vector2[1]):
L1:=evalf (log(length_vectorl)/i):
L2:=evalf (log(area)/i-L1)
end do:
> print(°L1°=L1, °L2’°=L2); #Lyapunov exponents, L2<0<L1, |L1|<|L2]|
> FD:=1 - L1/L2; #the fractal dimension

vV Vv
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